Lezione del 17/12/2008 (_/])

RISUCTATI SuGLI STATI RIORRENTI POSITIv) INoLL

1) Se « e'uno stalo ricorenle positivo, e ) e unostato raggivng bile

da 4, allove arche j e vicovrente pos: tivo,

&'4--> Se S e un sotlarsiene chiuso e weiducibile allove o3ni stato in &
& ricorreate positivo, oppure ognmi stato in S e ricorrenle nollo
OP‘DWQ ogni stato ' S e Wsa"‘on‘o

055€ RVAZI1ONE : I\n una Catfena irriducib ,e, , bastas sh/ohare, lg ara Her.sh‘ce

dr ricovyreaza di un solo stato.

4&&) Se S eun soHo|‘nsr?me, clm'uso, s c/uunb:le, e )Clmto, alloves 03,,,,'

stab n S e vicorreste, poesihivo,

05SSERVAZIONE : In vne Calens 1vri O’Vclbl le e F[nnfa, 03n| 5(:3% e~

Vi covreale Fos;‘h\/o_

/L 7/

Staty Pernod:c{

. . . .. \
Consideriamo uno shto e X, e definramo |

Msieme,:
N()= {n>o: PA'.«J(”)>Q}
Esewmpio
@ - A(0)= 24,2,3,_--}
& 0 A(1)= 22,3,4,___}
Definiamo d

o 1 massimo comun divisore dell'insieme A(x).

Deﬁmz_uone— Uno stato s dice Pernoduco se. d, >2; alfnmex\h;

51 JDOQ §_Feﬂ'od» Q.



2
Nell\e.S(’mPLo precedente., entraom busln'sbatl sono speviadici perche~ do=d4 = 4©

OSSERVAZIONE : Uno stato « e certamente apenodico se P« >o.

Ls quarhte’ d. viene chn'mah“pera'odo'l dello stalo £ snche se non

vsppreserte proprisnele un periodo per le 0ccovrenze dello staty <,

Come visulta dal Seguen te.

ESemPn_o:

o%oo (5

Lo stato O e periodio, ma non
e~ vero che |ostato ritoraa vn O
ogvi 2 ishknwh J, Mpo.

A(o)= { 4,6, 8,10, 42,...}

=> do=2.

Vale il Sejgt/%l-e ('mTJOV e risullato:

TEOREMA- Tn una calena di Markpv Omogenea o kmpo discreto tvridueibile
‘l'uﬂ'\ Sh'sbh' hano lo siesso Per:'oJo.

consequenza : T vna calers di Mavkovy omogesea & [-Pmpo drscreto rriduci bi'le.
e suffciete delevminave. |l f)ewbdo dr'un singelo stato,

eommmplo:

—

i Co\k’/\a Iy dua bl l{,

- losbto o e aperiodico (mfaﬂw‘, P°'°>O>'

=> +hth Sh’sb% della cakna sovo aperiodicy’,



ANALISI A REGIME @

ATreNzIoNE | Th auerale, una calers di Mariov ovogeres a lempo discreto

NON €~ vn processo stocashico stazionavio , N ’n Seaso forte, ne*in

senso debole. Infath la dersita o rrobablh’fa’ discreta desll' shh’ewolve
hel fempo tn base albs legqe

IHOE Ti(o):Pt .

Dato uno stato " di vna catena d Markov a lew po drscréto omogenea

consideriamo il |imite
T = Lo T (L) dove Tii(t): P(X(t)=<)
t»00

Se T esiste, si dice probabilita stazionaria (o avegime) dello

stato <.
Se T, esiste per ogni < X, (| vettore

TT= [Tro W‘l TT; -_-]

Si dice vetore delle probab | for s*‘azfana»le_, desh' stat.

ATTENZIONE ! Le probsbilits™ regqivngono un valore stezioario (cioe"

on dipepndenle dal k"‘Pf’) , NoN Jo sbto, che corbiave o Cambriare in
maniera shocashca.

Ci povismo le saguenh doviande.:
£) esisiza
Sotlo quali cordizioni il Iimile esiste ?
44) 1 ptdazs da (o)
Se il limile esiste sotto qvel{ codizions esso e'MJ)Pc«JM‘k ds (o) ?

(5{ vicordi che Ti(€)=T(c) F’t/ 1umda‘ n guersie /- me) ro'l-rebbe dipendere
do'ITCO)...) bre




4.‘1.4‘.) consislerza @

Se il ltmle esisle, soto ﬁVAll cordizion’ il vetore T def,,,,s“_ vna oeasify -
ar ‘nmbabl’ﬁa discreta desll shh delb Cakna'?

cnoe, Z'ﬁ" =/) (snosserw che 05T, 1 swuf&nm*k.
Y 1A qvodo O0STL(E)gA per ogri 6)

EseEMPIO #/

Rlbordenab che 'Tl((:) =Tl'(o) Pt, Célmh‘dmo le Pvn‘me \oobenze a Pi

S [ 0 05 05]
2
P:looesas| P:la1 o o =p/
LO 0.5 0.5 7 0 OJ
] !
Dacus:

p4. P> P: PP: P
P%- PP%P-P-PAP

=> Pt Osc “6 o due va ovy Pzper t Parl'} P pev t CJISP@Y‘l‘
Dunque: Laro T (€)= Lo W) PE

>0 teco

Usservare che Alo)=12,4,6, J\ , dacui do=2. Quindi lo stado 0 e “periodico
ed esseado [a colera iveiducibile , tohh 3" 'slah soo periodici,




~p La presenza di shh Feru‘odtc;x' invnacalktna di flarkeVv vridvubile @

COMPO/h reSlS}mzo\ Jl' So)uzién ) OSCt“anH.

Esempio# 2

0.5 0.25 0.25]

p:O/lo

O O 1

R!‘corA&\JO o\ne, 1 (l:)-'—Tl‘(o) P t, Osserv.a;\no che :

.« Se W(g):[o 1 o] , allova €)= [O 1 O] per osm't,
gquulndl‘ .QvaaTl(e)"[O 1 O])

t>w
. se T(0): (0 0 17, allovs T(): (00 1] per ogni t,
e C‘Ul‘nd.‘ é@:v;\‘ﬁ(ﬁ): [0 O 4],

=> (;XMM () _OllP?/vJe della condiziond ¥nrziale !
>

Doservare che Jo cslera non e iy

ducibile e possiede due sthaSorbet,

/L 7/

analisi a re]ime per catene di Markov rrridvabily

Teovems : In uns catens di Markov itriducibile e speriodica,

; lrem b T‘;{:_&Vo"‘m(t) esistono Sempre e sonp l‘ndlpe/\o’?/lﬁ'

da] ve HDYE’, 56“6 Pvrobdbllofa‘ de“o Séatod”\nstaak tniziale 77(0)




O5SERVAZIONE : Sotlo e fpok:sl del kor%aldbba'amo che feﬂvenh'h‘ e @

esislono per ogni e X, ma 1] {eorema nos dice nutla rguardo (| fatho

se 2 T =4.
<6 X

Ricordiamo che | in una cakna irvidvcibile | vale ung delle seguenhy af ferma ziony

A/) +UH1 S'n sbh'sm Ha’lslfO»’l
44,) "’UH“\ 8]) Sh"l Sovio ﬂc_owenh "’J”l'

44_'4,) tuth 3'( st sov ricore Fo.s;h\/,'
Nei casi 4) e 4,'/.) Vale ) Seﬁuukr:‘sulb-k):

Teorema: In Jaa celme d Harkov 'rvi ducib

sbh sovo H&ﬂsi +0\n'/

ile eéfteflocla'ca i cvo‘?"u"hj b

o tvhh vicorresh null, accade che.

T, =L T @) =0
t>00

per o3 stalo 4'e X | e vov esisbe Junc)ue_ dersiba™d) pro baby!lita”
stazionaria dello stato.

ES%Ff_Oi Sy \rtpf‘&\da l\eSo/nprb dells calera nascl fa-morte
P P P P P
1-p 1-p 1-p 1-p
Se p> 1', toth Slls}ah'Sm Ha«.s»hr.:

Se P.-. 1“5- | ’NH'] Sh'slah'sw\o w‘cofr‘o.h' nu“{,

Ja etnmb icasi) e per o3 shito & acade che T, =0,
Tafoth, lostto dells calktns ha on “Ivift” verso Jestva ...



Nel caso a4i) vale invece il sequenle;

Teorema: In vna calers d Markowy yvn ducib

3"‘ sth sovp vicovveah Fos:h'\n'/

accade che

T, = S T (2) = -
t-s(X) M‘(f

dove M. o™il valore atleso del ,'fmpo Jdi vicovrenzs dello stato .

Inoltre, 2T =4, TI vethore 0 delle

Fro‘oa b, hita~ 3 'Ia&lona vie
X

dello shato s, Fuo‘oH'V\ere, come |' unicg SO’UZ.IOV)Q, de sislema d)'

eﬁuaz.a’om'h'r\ean':

=P

,

2Ty =1
4eX

Osservazione- R

icordando che. TI(¢) e soluzione dell\&ivaalm' alle 4,

7 (E+1)= WC&)P,

Se Qum (L) =T, allovs snche é?,m T(E+4)=T e s,
>0

Esw

Soddisfolta da TT!
T=TP

Tale siskma hy pevo. inFinile soluzioni. . _(Perclne‘?>
So'H‘O le t'\ooks{de(

*eofwa, il viacolo ZTr;_
wex
soluzioe che vappresertuns deas B probab; ity dhiscrets,. .

OSSERVAZIONE : Dato che Qg Cakena di Markoy vy,

e wostituity da skh icovrenh Fosﬁvvu'j

|

ducible e t[l'm"l‘d
St deduce dsl feorema che.

ogv Calna di Mavkov 1vr dveibi

]Q,, épenodtccs e Ffmt& ammeHe_

unica dersited, probabiibh shzibneria dello skhto

ile e dperiodica i'n cu o

ffevenze

'of‘hw qu:‘nd" la Prima re L—)z,l'om_

=1 Pefmer dt'se/ez:oaer‘e ,\U”'\Cé




e’

—

1
O5SERVAZIONE ¢ La velazione Tl = -;vT
.

P»ccolo e 1l valove allesy del kmloo d vicovreiza dello stabo |

(cioe’ T/M)N P)u‘freolumkme/n‘e lacakra visika in medra o sba(b«(}),
Fanto Pnu’svfdﬂde_ e la Pmbabnhh“a fegu‘me d

hs vna intuhvy in k’,r,ore fazion
ciuafﬂv P'J

trovare la calers ne l|o

shto4. S osservi ¢he M&' 21, Feral«e' il k/V)PO di icovreazg 7::,4.' PUO‘

assumere | valori i4,2,2>/ . }

Esempio: coleng irnducibile, aperiodica e finita,

3
i 4
[ 1
{*40
— ~ | 1 1
= P[4 o %
1 2
| 4 3 ©

L) vettore T delle protubihiv™shzionsrie degl'stah esiste ed e 'vica solverong
del sislews di eguezion| lineary':

Una ¢quazione e vidonds te ,e la scavtiomo

(per esempio, lo ,)n'/na)_
So sh huendo

ls devzgy equazioe nells seconda:

1. D 4

o+ 27, - = A7 5= _ —  <_

gller s M=T0 = 4:10-?—114 =) ;O-E‘S P

505"7'}“&/@\0’0 ne/’a ()\/c\fhl

21T+ T+ i =1 => 4T,-= 1= 2

2 2 1 e 4"4 => l’]‘g

—~_5_ _ 5 _ A A _._[ 5 4 1

,O"‘—‘ = - . = e - = — — —
> 1 e - lp = Zﬁq—g > | 2 4 9



Cosa s{?uo‘ fore nel caso dvcatere non ivi'ducilo | ? @

EsempPiO

o Cakna vion vvriducib e <5= 52,3,4} e un sotloinsieme oh.‘usO>

o futhvio ‘oossfa—no féSn'cmere nel sczgue/.le mado:

- &= {2,3,4} e vnsotorinsiene chivso, ivriducibile

y dperiodico e finido.

Limitandocia considevare

L

possidmo cales lare [T2 T Tia ] vhhzeando il pYecedenle Jeovema.

- Se la @y si trovs in S = {0,4} , lo shto 14 perevsle, osclle™tre O e 1,
me Prima o poy effettvera™ o tarsiziow O—=2, trtvando in S, dal quele

Non Usciva' 'on‘u—.

- &umah la calena svmetle d 5“'“\9(/2.{0«\,(: I P(O“Dab)}lb~5h2{maf‘l‘c\ OlQSIlSIa‘l’l;
e 1l veftore T e cosi” foto:

Ty : [O O lszTﬂqJ.



