Lezione del 02 /122009 @

Consideriamo un automa a stah con lemponzzaziow stocashca ( g xnr P. P, F )
SUFFom‘emo X= {O, 1,2, ---} . |
L andamento nel "'WPO dollo stato sedeX e wostamle a hath':

(k) A

s

Az L_

{:4 tz. ty {'l:

T un autowe stocasheco 8“- fstmh di kmpo {(:1‘ E2,E, ‘ SonD dleajr'orn', cos Come.

i valori dello stoto )L%a, Ma, %a,.--}.

Du nque:

|

Questo i induce a ‘:arlare dar Processt‘s*!*oce\shbf-..

|'evoluzione nel tempo dello stato €™ descrite ds un processo stocsshico X(€)

pa Y,
/ 7

Process) Stocasnci

Definizione : Un processo shocashico e vna collezione I vaviably aleatorie {X(é)}
indicizzale da unindice 'l'%FOV‘Gl& Te ’T/ dove YrappreSenfal‘o‘SSe den'ka.‘,
Ne) case in cor Y= {0,4, z,--.k (0ssi3 T €'uninsieme numevabile ) i processo

shocashco si dice a tempo discreto.
Nel caso tncui T'= IR il processo stomsho st dice ¢ ¥mpp conhinvo.

De Finizione: Si dice calena un ProcessoSbccsh'(,o {X(t)} Formato da

vavisbll' aleatorie discrete X(€), te'Y.




Uno fealizzazione del Froce/no stocasheo {X(ﬁ)} st indica con %({?). @

Un processo stocash'co e\COMPle'\BN\.QA‘k Cavaflerizzatho se sono note le

%uc)nh.‘l"ér:
p(><<t4)sx4, X ()<, -y XS0, )
Vt/l( Ea<.. < EHG‘T; 'VX/),’)(:., --,%hélR/ Vh-"],Z,---

Croe” se sono vole le funzionm dr distribuzione J.’Frobabx')t‘fa"consll}nk I

4ule e po ssibily h-uple, di Verishli sleatorie del processo stocashco.

Definizione: Dato il processostocashies {X ((:)}, per 0ani Ee T 1l valove
abkeso della varishile alestovia X (L) st tndica con

E [X®)]= myu(E).

Defimzione: 5 defrnisce funzione I covarismza del procemo stocashio %X(e)}

la funzione
R () * E | (X(0)-me®)) (XE)- me(=))]

vorianza d X(£)  se s=t

ovavinza I X(k) e X(s)  se s#t.

Definizione : ( 5TAZIONARIETA FORTE )

Un processo stocashco {X(ﬁ)k si dice sTazionavio ¢ sensp forle se

P(X(b&'&)é%d, . X(th-\-t)s %y,): P(X(l:q)goc,,l - X(th)soq,)

Ye<be< <tne T, Yooz, ., 26, R, ¥h=12 3 , Y.

1<)y ==

/



OSSERVAZIONE: Nel Casodi un processo stocashco §X ()} shziomrio @
) senso forte ol le variabilisleatonie’ X((Z), Ee T, Sono

(derhcommle distribuite. Infoth) per h=a:
P(X(tﬂ:)soo) = P(X()s2)
YteT, ¥xelR V.

De f:(‘mz'one . (5TAZIOI\/AR|E'TA\ D QOLE>

Un Processo s?‘OCdS‘h‘c_o {X(&)} Si d!a?_ S’faZI'onaru‘o N Senso Je bo]e Se.

4‘) Mx (£) = mx (E+ 'C)

4'4') Rx (t,s)z Rx (t—f’C,S-{"C)
per ogn T, é, per 03m' t,se T. Thaltre Po\ro\e/ mx(E) e Rx (€,8) sono
invarionh rlsFeH\o a taslazione vel kmf)o.

Ne Seque che va processo stocashco fX(E)} e shzionwio fngerss debole

Se e solose:
A) mMmx(t)=mx YteT
4‘4)) Qx(tlﬁ) = Rx(bi‘i) ‘WZ,SGT .
T=t-s

I

Rx )= E[ (X(trT)-mx) (X(E)'YY»()] \ndiperdinte Jate T

Q55erva 2ione. : Rx(o) = Q’xz Varianza Ji’ X(b), '\7‘(;67'

osservazione : Nel caso diva Frocessoswcc\s‘hw %XC&)} shaiopavio rn

seaso debole, tulle le vaviabili alestorie X(£), te T, hanno lo slesso

valore aHeso my e la slessavevionza G‘xz , s i'n Senemle Po}vt bbero Seouire
distribuzioni di probabilita™diflevent.



FATTO: Stozionarieta™ in senso forte => shazionaviets ™ inserso debole. @

T! viceversa non e Vero, in generale.

Definizione : Un Fromooébwsh“co %XCE,)} si' dice indipendente se
X(t'l), -=) X(th) Sono \/:.-.\V’uAlp.],’ aleahm‘e. A'/\Jlr)e,\de/,h'

per ogni f)1<..<tp‘6T) h=273 ...

Definzrone : Un processo stocashco gX(ﬁ)\ sidice iderhcamanle dishribuito

S5e Jote le variabili aleatorie )((t), te T, S"—3U0n0 Ja slessa J:sf'n"buz:me_
di Frobabxll‘b\.

gx endi201Q IECessario Per la slacionarie b'm Seq150 For{-e/
M non pev 3ueHe (n senso debole.

EATTO: Un ?roce/bos’rOCo\S‘\’\‘c,o fXU:)} \‘nc’lF&\AP/\"Q e (derhConmbe distbuito
e stazi0Mevio In €150 debole .
Infé‘l’h':
. Mx (£)= My )V(f:e'T, Percl,,e‘ le vaviabilialeatovie X(€) (:eY/ sono
idehcannle distribuilte.

—o Ru(tt)= E[(XO-m)(XOmx)] =057 ¥eT, pevohe’ e vanabil
aleatorie X(&), e T, sow idnhcymente Jistribuite.
. Rubs): E[(X@-mx) (XE)-me)]= 0 ¥its, perche’le voriab i
aleatovie X(&)e X(8) £,5€7T, soro .‘nd.PmAmH,

\4 Ju,sque:

o‘xz se =5
O aHV\mMJn

Rx (t,s) = Rx (t-s)=



Process o1 MAaRKoV @

Supponiamo di osservare un processo stocashco {X(E)} agll’ sk’
d" ‘l-?/nPO to< t4< .. <th€’T, \/‘[ :014‘2-/“ ,

Fre_ahz:b'\e (in sens0 Pm\oabilieh‘co) sv] valore dello stato de)l processo
sl istonle thaq >Thr-

e d voler fare una
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Fensiomo a ¢, come sllo slsto corvente el procero stocashco,

eas {no, Ha,--, %.M} come alla sus storia Fassai‘a osservals,

La vavisbife slestoria X (€, ) vappresets 1] futuro non noto,

Tnun Frooesso \'ndx‘Fe/\de/A-e_/ la Conoscenza d%“o Sb‘{‘o covrenle e cfe”c\ stovia

Passa‘l‘a Non a‘bporfe-alcuna l‘nformazrone asg{unh\/a che Fermeﬁa di’
“affinare” la Pre.a{z.'o«.e, Ssu X (€pen)

.

PoSSJ‘m Fsrlafe o’ “,\:/”nyfeo’lttbtm‘ddoll’ X(éhu) dah’ { o, M4, -, %hs-

Ne: process di Markov ﬁues-\a forle propriek e porzislmunle vilassata:
l‘\‘nfo\fmazfone, aggivahva che perne He d “affirare” la Pre&:zlm.é su X (€pea)

e’ ifa conlewta in 3¢, Ossia, Ja conosinze dplls stovia passata e dello soto

Covvente r\Mc‘P)v‘ mforma Hhwa de“a Sola oo sinza de”o stto Cprr@,{e.
Formalmente

De finizicne: Un Frocof)oosfoceshco fX((z)i s1dice PRoCESSO DI MarKoV se.

P(X(t-\-r,)s % | X(@)=2t(s) VSS{:) = P(X(6+t)$o7, | X (é):,dé))
Ve>o, ¥elR, ¥, Ve T,



7 Ha() @

‘)(z('\ 5
2 (E) °
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i NOTA- RAslonsfe sul tto
L + > Che M1 fadello stato
t+T

di un processo d Markov
‘2 uno M'stato’ nellacezione,
dellaTeovia der Sistem. .

la predizios su X(etz) che pessiavo fare
all'1ishnle t e idnhics nei frecasi,
Fe(chz‘a.“‘lsbwle. t le tre tratefrorie
#a (), 72 () e s (-) assvmono lo slessp
valore 2¢(€).

Un processo di" Mavkov e cavaferizzato da duve c\speH\ Fondamen ol

M'l) E irrilevante la hrajeltoria Passe*l'a degli steh noto lo stato covrente .
MZ) E_\ vl levanle ﬂ\/af\‘l“o J,eMPg 1 FfOCeSSo he dascovso ne“o
sthato covrente.
Tnfoth) sisvpponga che X (s)=2 Yse [t-T,t] ,T>o0.
?

Pev ls Fm\or{e'i‘a“dn Mavkoy cisults -
p(X(ﬁ'l’C)-‘. ;Ol X(S)‘% ’VSé [t-T;t:] ) = P (X(é"’l’,)SD—a ’X(&):%>
indipeadertenente da T (kmpo di soggiovno ello stto oe).



&

f

Une calers dv Markov € unacelena che gode della Propn‘e’ra‘ di Markov.

NC] caso di vaa calers di Markov %X(é)& | la pro Ffl'e‘f'&" d Mavkov Fuo‘eﬂeb’ﬁ
eﬂuf\fo\l%‘l’&n&'}e Y‘lSCY‘fHB ne,l segue/ﬂe VY’OJOZ

P<X(tb*")= insa ’X<th)=%h, .-, X(&)= %) =

= P(X(tym): Hipay X(th) = %h>

Vi‘o< 64(.-<th <‘{7h+46’T) _\7"%,9(4,-__,%;,19{;,”6 %} ‘Vh'—“O/I/ 2,.-.

Duncy./e il Comportamanto stocashico divas Cabena I Markov e descriHo
da Pwob;buhi‘&'df Hansiziow della FoV‘ma:

P(X®)=o' | X(9)=2)  ¥scteT.

Dak le Probabuhb‘é."i'rénstzfm € la deasita™di P(o‘odb:,\,faleScm'ré deﬂos’ra‘}\o
all‘xsia\le \‘m‘ZIale, e PoSSnbn)e deJrCrmMerf_ la dmsd'a“dl'yro\oa\o/ma‘dlscrda
dello sheto inua qualeiss: Istaate di ~Le/nPo_ Tofath':
P(X@=a') = 2 P(X(E)=2¢'| X ©@)=) P(x(0)=x,)
xeX

feﬁo’a de”a
Probab.l.h' +0{3"€,

Tuﬁavfa, ricavare, le Probe\b.h"a’ dl"f'fansnzro;u, dav dah divua pro bleva {auo"

richiedere, in smewle, lo svolgimento di Csleoli complesst'.

Vedremo cast (calere di Mavkov omogesee e Fl‘mk‘,) dove cio’si ri'duce, alla

Soluzion’ diuninsieme di equazion diffeconzish (& lempo corhaw) o alle
hfferenze (a wa d\scre‘)‘O) lineavi e shzipnari'e ‘ Problwa per il T"‘\l{’

Sy Als\oxm. di" strvminhsia Yeovici che malihe.



