Lezione del 24 novembre 2007 @

RISULTATI suaGLl STATI RICORRENTI PoSITIVI NULL|

<) Se « e’unostalo ricorvente positivo e | e unostato ra331ungi b le

£ allove sache y e riovrente pos) tivo.
ad, )

4.4/-) Se 5 e un sotbimsiene chiuso e \rm‘duo{bf’)-e./ allova eyl stlo 'n &

e icorrente pos»h\/O/ oppure ogni stalo 10 O e ricorrenle wuf}o/

oppvre ogni stalo 'n S e frans torio

055E RVAZIONE ! Tnouna cakna l‘fﬁ'duubnle./ basta studiave. la cara Hevishica

Jdr ricovrenza di un solo sta to.

4&&) Se S e un SOHO\\’ISF?/V\Q, ClmusOl u'rﬂo/umlo:le, e f;n,toi a/}owcj osn,'

slabo 1n O e vicorveqde, posihivo.

0SSERVAZIONE ! LN une cakns ivviducibile ¢ Finita, ogni stabo o
Vi covreate [Dosr)‘;\/a
E semp0

cx => calens irriducibile e Fn‘mf‘a:

[b
e 0’ osm‘g,tato e vicovreate (Posnh\/o).

s Yeri fichiamo o per lostato O. _.
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p(To,o:’1> = P(X/I:OIXO:O):O(
P(To=2) = P (X270 Xs#0] X5=0)
= P(XZ:OIM*O,XO:O)P(X4¢o[><o=o)

- P(XZ:OJX1:4I Xo:O> P(X4=4J XQ:O) <.




.../: P(X.=0] Xa:1) P(X424] X0=0) = (1-5)(1-)

HarkoVv

P(Too=3) = P(Xa=0, X2£0, X170 [ Xo=0)

= P(X520] X221) P(Xe 24| Xa21) P (Xa21] Xo=0)
= (1) P (1)

Prosequendo in questo mado s dimostra che:

P(Too=k)z (=) P (1-a)  per k>

X se k=1

=> 5
/O (1-) (’l-/b)/bk‘2 se k=23 4,.-

=> /Oo - é /oo(k): X +é (4—00(4"/—)))/_\5“-2
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= &+ (1) (1) ; /bk = o+ (1) (1)
= o+ (1) = 1,

/Jo=/] => lo steto O e ricovvente,
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Se e SeOm e,‘hm'ca :

Z%k: —_ se |ol<
kO 4“%

Derivando il membro o simslra:

i[i%k} = %kx“:

A
On - Ko k=1 7 ke

Devivardo il wembro a destra:

di, [ 4—4% ] ) (4-4%)2

Uguasl{ando le due devivate :

kook = 2
k_:/’ (4*%)2
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RnF(e/\alnwo il caleolo A My

ad k- k /> /52(2‘/—5)
ey = Zkp == —— >
L«Zz P k=1 P (1-p)* & (1-p)?
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Mo = s (4—4)(:—-/5) P L () -
E (1- p)* 1= 2
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Stati Pewoénc{ @

Sv' (,onsx'deh ]\MSleme, dei numer inter

N()= {rvo: Pﬁ,"f;w}  oAe X
Esempio
A(o)= 24,2 Y }
O |
@ 0 A (1)= {2{5/41“_}
Definamo d,b' i] massimo comun divisove dell' isieme A(c).

DQJ['WlZ-the," Uno Stato 4 St d;(,e Per:odxm se. d,b- ;2/‘ alfr»meﬂh'[

S lee, c_ﬁPern‘oo')(,o.

NGH\QSQMPLO P»/ece.c‘ex\lre,, 9/\+fdmb|8]|'563tl sono apefl'oduol Perche‘ do :d,, =1,

OSSERVAZIONE : Uno stato « e certamnte aperiodico Se P >O.

La ﬂue/sln ko™ do viee c%{amajra“f:en'odou dello stalo <, anche se non

fc)le)Ye.S?/)h PWOP\NSMM)LG Un Pem'odo Per ]e Jccovrenze O/Q”O btatd /o'/

Come visulta dal 5eﬁue/,1ra

ESQMP_)Q:

(O ——2)—(2)—{4 —(5) A(O)={4,6,8J4o,4z,_-.}

=> do:Z.

Lo stato O e periodico, ma non
TEOREMA i In una calne di Mavhov e vero che |ostato vitoraa 'n O

ivriduubile, toth glishh hanno o3 2 1tk d) fempO.

lo stesso Per:'odo.




5
ANALIS| A REGIME Q

Dato Uno Stato /(,‘ o’l’ una C&Rmd d) Marko\/ a J'@V\{DO dnscml‘b OmOBenea/

CDHF,;\O’C\H\NW)O tl ll'm[(j.@

T, = Ly i () dove Ti(k)= P( X =4)
k00

Se T esxste,} si dice Probabn.):’f’a' stazionavia (O afess'me> dellp

stato <.

Se Ti. esiste per oqni <e X, ([ veltore
—’T: [WO W’] WQ_ -,,]

S dice vehorve delle Frob&bx!.b’ stazionarie dello stato.

ATtenNzonizy a c]um’n‘h‘cl'\e 3g3iunge. regime. e la probebilita

non lo stalo  che e senpre una vaviabile aleatoria.
Ch pONIamO le Segue/»h domande.
,b") Filesalo «¢ X, sotlo ﬂuah' condizion T 65;566?
AXL) Se T, esiste pev o]n <~eX p {T':CL.:O deﬂm‘soe una densibasdy

Pwo\oc\bl-hb“dlsaeta/ cioe” i‘ﬂ; = 4 ’7

1=0

( NOTA: O T £ Pe(o‘ﬂé OéTTA'(k)S/] FerOSn.‘ le.

Solo i'n ques(?o Caso 1 Valov fﬂ}‘} sovo intey pre Rbili come la

densrba™ di Frobab.'l, Rrshzionavia dello stato dells catena.

,VCA) Come valutare I 7




OS%ER\/AZJOME_Z Ricordando che @

() = Ti(0) P

' Senexrale_ le Fm\oab»h"ra’sf‘az,n'onam'e (Se es:s(fwm) \:voere bbe vo

d,‘PMere do T]'(0>) cloe” dal vethore delle Fmbab)h’m' dello stalo

all istante tniziale.
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Do TR = Loy T (o) P

o (0)+ T
k=0 k-~ 00 /' / /

Tio

Ossecviono che Tlo+Th+T2 =1 perche” Tlo(0)+T1(0) + Tiz (0) = 1

Lnoltre 1 valor) di Tia e TTo. _O'_'.P“dov’o dalla cordiz one i ziale 71 (0),

=> S0 05%er Vi che }a Catena non e \'mdu.ubl}e,.




analisi a reqime per cakne di Mavkov ivridueibily @

Teovems : In una cokena di Markov 1enducibile e operviodics,

Uit Tz Lem T (k) esistono Sempre. € 5000 Indiperdent;

W>00

da] vetore delle Pwobc\blhhé‘de”o staloall’ stafe 4‘/)12:6/&/7(@),

OSSERVAZIONE 1 Sotto Je ipotesi del teovema abbisvo che le quanhita~ i

es) slono pev osm' e X) ma 1| {eorema nos dice nulla rnSUardo (| fatho

Se Z_TT,L“=4.
146X

Ricordiamo che | 'n vna calena rrn‘ducnb)le/ vale una delle SegUen = d)cfefmaalom':
,(,3 oy gl shah sons s, fov

/L/L) *‘UH\ 311 Sbl’l Sono flwrrex\h V)J”,'

44’&) WHWS(I'SI'SH Sow vicovvea Foyh\/,'
Ne' caan zc) e ,c‘,c> Vale Seﬁue/nlﬁ:

Teorema : Ln vna calers di Mavkov irmiducible e sfewoofrca ‘N curﬁ/H}S)«'
sth’ sono trarsitont, o tuly vicorresh mulll, accade che.

M= Lo T (k) =0

k> 00

Fe,r 0] stalo /L‘GX/ e non esisbe dunque_ dersiba™ d, pro habylita”

stazionaria dello stato.
Nel caso /MLL) vale 1nvece 1l Seﬁw/ﬁe;

Teorema: In una calena d Markoy v ducibile e speriodica incur tu b

]IV skeh sowp rncorfmlﬂ"Fossz:'/ accade che.
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I"l«/
dove Mo e il walore atleso del MPO di vicovrenza dello stato 4.

ImoHve, ZTJ— =/, Il vettore TI delle probabilita~ stazipnarie
eX
dello shato o Puo‘oHe/\efe come | unica solvzione. del sislema di

eﬂuaz_u‘om':
W =1 p
2Ty =1
LeX

OSSERVAZ!OMEJ S ricordr cl’)e,/ se ls Cék’/)a i Mav leov e Iccm'f‘d /\:4
J

e avtovalore della metrice d transizione P e quindi il sisteng
Ti=T P
ha infinike solvzion Pefohef I-pP e‘sl‘ngolafe. Sollo le rpotes; de

kofema/ il vincolo 2 TT =1 F"-”‘"QHQ di sele zionave. omicy Solvzione.
1eX

che fc;moresenfa Una deasity~d, pro babx)lfa'd/Sofefa.

OSSERVAZIONE : Dato che 9 Calens di Markov v, ducibile o Eats

e wshtuita da seh vicorreh posivi| si deduce da korema che.

ogwni calena di Mavkov 1vviducibile ) SPeriodica e )Cuf)lt& Amme He

onics dersiktd, Probc\b: b shzibnavis delly stato

_—
OS5ERVAZIONE ¢ La relazione e = — ha una intuhva s }er)ore fazzone,-

4.

Cfuani\a P'JP‘CCOIO e” 1] valove sllesy de km,so di Vicovreiza dello stalo o




(cnoej ﬂucyd*o P)u'freolue/ﬁem%mle la cakna visita in media lo 5L‘a(b4;>/

®)

fanto piv grande e la Fmbabxhh‘& resime di frovare la calers nello

skto . 5 osserviche M, 21, Fefc(ne' i ,'(’/V\PO di vicovrenes T o /)00‘

dssumere 1 valori {4,2,3} .- } .

ESEMP!O : Caknd rrrn'dw,n‘bnle}aper;'od:ca e F\‘mta_

3 1.
(f? k! 23 4
3 gz ©
_ | 7 1
= P15 o %
1 2
3 3 ©

Ls distribuzione stazionsrs T dello stalo esiske el e

§WO+ §m+§7‘2 = Ty
%TTD+$TTZ:‘F,,

5T = T,
TT0+74+TT2_:4

Una equazione e vidonda, ke L, la scavtiamo (,oer esempio

So shtuends s tevza equazine nella seconda:

1= 3 — i -
= llo+ 2T, = = 2Tz 27, =5 T - 5—
g o™ 51 I > 4”0"—5; lq => Ho-zn,,
Soshtuendo nella cT/c.w)fa:
574+Tf4+ 1971, =1 => 4T=1 => =2
2 2 4
~_. 5~ _8 . — 4 1 e l:é 4l
Jo= Z = =2 o = = : = — | =
°T 2 g - 27 7T g 2 ¥ 4
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ESEMP)O'- calena l‘/\m'ducrbx)e, e l[t‘mf‘a,/ na Femoo(l ca

O 1
OWD TR
OSSQV Viamo CL’Q. .
2 O 1 o4l 1 0
P:L OH4 0]’[0 4]:I
P PP PI-P
P‘J:p'pbzp'pzpz:l‘ , €cc.

D«Jno/ue ' Sewemle,f
1+ () 1~ (-1)%

I Se k=olal4,__ "

Pk: :> P = 2 2.
P ose k=1,> .. 1- G i’i@

2 2

Lé J*&'I’flbusz\e di pm\wb.hb‘ﬂ’(k) dQ,/O 5’3"0 e\d&(’& da Tl(k):W(O)pk

AL __nk
4+(4) TTo(O)+ L (4) 7-1-4(0)

Tig (k) =

1- (1) 14 (-1)*

Tro (O) + TTq (O)

W»l(k):

' To(k) e ll‘m “H'q(k) non 65(5&)\00{
k>00
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