Lezione del 14 novembre 2007
COV\SIOJBW\CX/WO NCOVA UNn ASu Md A 57(3‘;’! .S?L\()CC\S{’ZCO Con @

‘}@wPQWI zzaziome di Toisson (8 LT FF (:)/
/ / / / OI

dove 1n [DGVHQo!&rt’,;

PC%/ |, 4) Proba bilifo™ dr Transizion dello stalo

U noto lo stat
P(% %/4“>" P(ka) Xk > €k+4 /L) Coofv’e/)ése?lo

prossimo evento

. F: { ]:A/' . /(;/),*’)mj Co FA(6>: /’__/e/")‘&-é/ 67/0/ )\‘¢>O

Pev ﬂugf‘g@ ¢ stena abbiarvo 5/&\00\/@ la to:
0) Pl = POYI <] Xz

Jistri buzion codi zionale el 1nkervallo d l"/“)w fra due everh sutcessivi

,u') ﬁ(w'l%): P(EW:LIXLL:%)

Soa 1 codizionale o/eg/t everh

Vogli amo coleolave oo la pro pabrlik~di tansizion dello stato, noto solo

]O 36&:(:0 Coffe/\}'e/:

P(Xk+4:%/’ Xk:%)

Consideriano B pa/Hsz dell'evento corto {EKM A, Vm’eF(%)}

AFP"CMO la \f@go‘a della ]Oro\oc\ bt folale abblisvo:

P(XKVI rH IXI‘* %> Z P(XkM 2x )Xk % Ek'f/l "(/>p(ék-t4““(/ XLL %)
(el6) ———— N

JCAERY p (¢]2)

P(% W 4/> F) (4, (%)

,(,er‘%
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Ossevviamo che P(Xm,ﬁ 2| Xy %) dipende solo dallo stato @

covrente. o ed e ind Pez.de/,f-e da k/ croe” dal numero Jieverh occover per

(3331Ungere [0 stato 2¢ (P_@prn‘efa‘dv omagene fa™).

y4 /
/ ~7

S, puo” dimostare i) Seﬁw}xk Nsulteto fondavetale:

Pev il processo Semi- )”ar%vsaera[fzzato fX(é)} Jerevats davn

avboms a stali stocasheo Con k’mPow‘azd 2Zionwe” ) POISSOV)/ vale la

FQ_)DHQ{'B‘ di Mavkov:

P(X(trh)goc | X(6)=0uls) ¥sgt) = P(X(é+h)§a¢)X(é)=%(£>) Vh>o

Gurind {X(E)} ¢ un processo o Markov o soddisfs d Consequenco le.
Fro\pﬁeta' M’l) e MZ) det Pfocessian Mav lov.




CATENE DI MARKOV/ @

Deﬁnizlone- 5\ dlce, C/\-rEl\/A Uwn S)fO(/eSSO S"“OCC‘S"')(,O {X(&)& COn —5}96516

di 5(:afb pd 0’\' cardinalita” ﬂ/)l e NYMe VY Im}e/

Una CATENA D) MARKOY e uvis colena pev lo Juele vale s

P\/oPm‘eCé‘ Jdi Mavkov:
P (X ()= iy | X (D20, .., X(6) =20 ) =
= P(X(besa)s 2 | X() 250, )
Vi Vowrt, . ogue X, ¥ ostas < by,

=> D\M?ue | c,o«nporbfvw\k) stocasheo d'une Calera o Mavkov e~
descvitho da funzion i probabilifa” dr tarsizioe, della formg:

P(X(£ )20/ X(2)25) com st

e Dale le Funz.’om'du')ombo\b/// fo~di trmsizione. e la distribuziow dello
stato imziale e‘(aoss:bile determinare |a Pm\oalo{h'fa‘ Jdressere 1n un

T/a)sras(sra#o LA Un ﬁv&(gn@gl‘gbﬂk d, "PMPO“
P(x(&)=2)= 5 P(XE)=2 | X(0)=00) P(X(0)z2¢).

xeX
Tuﬁa\/ld, ricavare le funzion dr Pmbabih’?’a‘ di Frarsizione datdah diun !D/Db/%é

U™ ichiedere, in qarevale, lo svolgimento o' lcoli complessl’.

P

Vedvemo cas (ca kre i Markov omogeree @ Ffmk). dove cio st viduce alla

solvzione dl un (msieme di &i\/leO\n!' d ffeverzialy (k/npo (,mhinuo) o alle

Jt HP.NA&Q (H’m\oodn sc,ret’é) lineani’ e szfoﬂaﬂe/ Pe»f cul Su JISPO«.Q, d

struminh sra fovicr che amaliher.




C ATENE D1 MARKOV A TEMPO DISCRETO @

Dé’f‘o cL\e /0 Jfaa/o dJi S bf\o divna Caltnad e un (nSient mWY\emJo//e]
Con10leviaxo Come Spazio dr shato [insieme de prumerd 127600

al'g Mj’a {'7\\/{ (O vn Svo SOlUFOlnS((?/V;e) se |a Co\fdlmh{’a‘e\ycwfa)'

%:{0,4/ z/,_.}_

Tn una caleng, 3!.‘ everh' sono le trensizion distato. Ceocendo a

MPO discrelo, gh' eveqh possono accadere solp 53," starh’ 1’(:0,4;2/-"
DV“‘W pev Una cafera o Mavhov a /Lfmfp discrefo  [a propie fodr

Mobov §1 viscrive Come:

Xozsoa, . Xo=do) = P(Xewr s | Xie*Ae)
V=012, V4o s, Lurn €)X

Tadichiano le FMM@ Un passo) come

P<Xk+4 :’(;k+4

0.5 () = P(Xuwoi | Xemic) Wizt - Vi je X

e (,OS‘\’(stmo }& ma"’YlCe o’[ ‘hfdelZ.lone, (l‘n un PdSSO) :

Po,o (k> Pa/: (k) PO/ZGC) N
Pll) = [P&;J(MJG%ZW o | Proll) Paali)

J:O,"/Z‘--. Pz,O(k>

.

Ossevviomo che la SOMMS Juago O] V34 Ir Plk) )Ca :L/ Cloe Z P"'J(L(’) =1,
Jex ’

Tofsth, { Pm(k)} € vna desifad probabilila discre fa per e k Fissah




Consideriaro ova probabilifo” I asiziow in p passi @

FA;J.<IC/Z'(+V)>: P(ka =J )Xk :4) n=01,2, ...

1 Se,J‘%o'

Si osservi Che: E,;/J' (it, k+4>: F@j (k)/ e P‘“"J(k'k):g

0 Se Jt4
(onsideviono un iStanke 1L€/wr30\/3/€ L hle che ksl <lin

| ] ] N
[ l 1] Val

ke L Kt n

,er(fa/w de//\ev@afo cor o {Xﬂzf V(Vé%}h
A Jm%a(e, oHeniamo:

(onsideviovo Poi lo
/Awoplt Lando [a (‘Qj?o\é Je [l pro ba b/

5 (e ken) = P(Kuea =0 | X )

Z P(ka X,e V Xl—c ”‘/)P(Xﬁ Xk_ /(/)
re X W —
Mavkov: P(XKM:J]X@‘JVJ PA" (k ,6)

-
e (£ ken)

=> IDA;/J‘ (Lc, k+n> - r(;ZX f%r(k IZ) P'”) (£, L‘*”’) k< 4 < b

— equazione I Chapmen: Wolmegoroy ™




Conviene riscvivere l\eﬁuaamme di Chapman- KO,/V\Ojo/?O\/ @

o ‘[Ofma ma tr ciale.

ber'm‘amo la matrice : NOTA- Si osservi che
H(k,k-fn) ha dimeAS)Oﬂl’Pdﬂ"
alla cardinalita~di X

H(k/k”’): [P&)J (lc,km)] =

£0,1,2,-.
J=01, 2.
[QO/O (k/ L“””) FO,4 (k,L“”") FO’Z at,l(ﬂf)) cas
= F/I,OCLC/}H’/)) P/:,/y OC, kw‘n) -
Pz,o([t/kﬂ)) - -
L. : -

Anche la s0mma luwg)o ognI’ riga S HCk,km) fa 4 Ossevrvando che il gener o
elennto pajk, kin) si othere come prodotto della (- esimg riga o H(k£)
pev la )-esima colonna df H(x_@/kﬂﬂ)) risulta

/H(Lc,km) = H(k2)H (2 Lcm)j k< L < e

50%8hg/\p/0 @1 k+n—fl , € Osser\/dnolo c\'we, H<k+n-4, L(+n) = P(k+n_4>:

}H(k, ltn ) = H(k,m m-xz)p(kmw)

_—

~ equeione o Chapman-Kolmogoror/ 1n svanth -

ObSERVAZIONE: I’ f'erml'we, \\1‘na\/an-h"' JEd Y;‘F@f‘n'm,e/;fvo al fGH\O che

]\Qaiuaz,lw pro’ essere visolfa andamdo avar b nel tempo. Infoh:




H(k,k-&’l): p(k) per definizione, @
H(k kto)= H(k k+1)P(kx1)= Plc) Plht 1)
H (k, k+3) = H(k kr2)Plk+2)= Pk ) P(ker) Plhea)

B (k kan) = H(k, k+n-1) P(ktn-) = m P(kh’@),
L0

Scegliendo invece L=k, e osservendo che H (K ka)=P (k) :

l H (k,km) = P(k)H (kM/ k+r)>

~ Ec?udacme di Ciﬂdfmdﬂ-)/(olmcﬁofoxf é“‘l'nolle{"no—

Tn o)uesto €350 5."9@»4-6 da H(k+n-4,k+n): p(kfn-/ﬂ, Si’ passa Pon‘o
H(kwn-2, km): P(km—a)H(km-a, km) = P(kin-2)P(ktn-q) , ecc.

=> ruso’\/&lowe, t‘/)o’le+f0 ﬂef MPO

/A~ >
Calene di Markov a I‘?/WPO discre Co omogenee

Definizione - Una cakns di Mavkov & oww discreTo si dice Omogered se le,

Probab.h’fa” di frnsizione 1 un passo P ; (k) sowe 'ndhpendenty da ke

Per osnf ppre AQJJ' e X. In jues‘}‘o CASO SLIVIIWNO !

Pu,) = P(Xm = Xu%’) 1ndiptrdente ds k
,//,k“”

\ .
OSSERVAZlOkle - L IMo aenel 1(’6’ (gYe%) I‘mp'!'Cs ls shaz'mewe,{"&‘ o(@”e cslens

v genevale. Tnfath, P(Xe=<) diperde. snche ds ke, i1 genersle.




In Una calena di Mavilov Q )‘?/Y\PO 51'6(/@4*0 Omogewed, la W\a{‘\/l‘ce,

di transi zione, ((‘w un Fdsso> e {qdn'\owwk da k, € swniviano

[+ [P»,)Jao,q,z__ = P1o Pia oo

Jioa2

VA Rl

FroF/\'et&' della motrice dn'{'nyxsiamme,

4) OBm‘ Cle/vxﬂn+\0 d\' p C\ Oompfeso t\fd O e 1.
(le P, Sovo Probalo:./l“}“a‘ />

4,,(,) Lé S0mMmma }u\ngo uUna 3ua)5)a51'r13& o’; )O fa 1.

CoNSEGUENZA - De P ha c!n'ww/»blom' finfk, allova A=1 e~
au%O\/a’ofe, CJ! P

Infath s Pre/\da | vettore U= [ 11 ...1 ]T. Risulfs:

[ 1

PU: Z P’(’)J = /i = U

-~

=> VU e subovehore di P relabivo all aubovalove A=1.

Dalla solvzione JQH\QC‘\JGZIOV\Q di Chapmah— %o'mosowov oHeniamo

H <k/ L(+n> =

=> Quindi enche H(k k+n) non d:pendeda k, ma solo




dalla di flererzs kmpovale n. Fer C]ues&)/ pev Calerg o Morkov @
3 kaO J\Scfe(,’o oo

Senee, , SC rivIigmo!

H(V\) = H(k, h+ n) l‘nd)\oe/\o’&mk da k

e [:Ec’uéz,lm st' C%éPW\M— K,O}mo\o)Ov/O\/ (N o\\/d/ll[’l' dl \/Q/\{'B:

H(h): H(n-r\) P con condizione. tniziale H(o)= T

&l/
ma trice n'd()nl-,.{“a';
12}
’a cul soluzione e 6PPUOM H(h) = p . / 1700...
si vicordl dhe I’— O10.__.
pololy= 180 (901 -
< Sej:f/(_,' ' ’

Ré PPfQS?/d'aalone gre F‘ ca

()na wk/\a di Nérko\/ S J-emPo dlscretb 0m05?/1ea Puo‘ essevre \/d,oiofejq/\ f'ab

Con Un dl%fdf\f\ma d transizione. dello stato (3@!:0) NN Sh' avchi sonp

ehchetah o le Fm\o&bnhb‘ i Pasiziong, (rn va Passo).‘

P, NOTA- Non ai melle, 'avco

& D | e puso

Efaemf)io: Semplwe procenso di hamale telefoniche

o 1 J-fxv\f)o Viene suddiviso in inkervally dr uSVa/e IMpIezea, Claswno

ehche Hato da un ndice k =0, 4, 2‘; -
k=0 Kan k=2

} 1 1 \

¥ 1 Al 12 T »

* A.‘. piv/ vne 5"‘30)& hismats awviene in clascun inlervallo. La ]Ofobdlm/:/a‘

d; aveve, Jva hiavata In un nkervallo e «.

. Se la lines e occvpata, Una nvows chismsta in arvivo viene v froteta

e persa; altrimen h‘} vieae Pmcessah;.




, C\e' UNa ?fo\oalo)m'a\/b che una chiaveta mn fase O[*.PfOCQIJW}’O 10

Yermint in un intervallo.

. Se nello sksso inlervallo SVVeroono & il Com\olefa/mb 4 nes et s b

(/L\(/ l\&sfﬂ‘ﬁo 0“\//‘& NVOVA ol’nelv\éi'dl ’d NJova (,\n\'c)ma""a viene PV'OC€55<9+§-.

» S5\ 3asSume, c,lqc 811 avvivi e v oo’nP)eWH d@”?, ohl}w\ak Son0 (A Pm{—,

ta lovo e dallo shato del PO wmo.

~cp wmodello come calena di Mar kov

. bFo\llO di stato: % - {O/ 4} O: linea libeva

1 lines ocev pata

° VY\c)Hl'C/e da '|"@Y)SIZ|OV30,,'

Poo  Po
" (o o]
P/l,o P4'4

dove:
Poo * P (Xum =OJ Xk:o> o p(ness_.un avrivo nel (ki) -esimo in krva”o)

= 1= ok

PA’O = P()(kﬂ =O/Xk=4): p(mmpleﬁwmi‘o _;&_ NESSUN avvivO

nel (K*/\)«esw\o m}er@”a)
I/: P(conP)eW’rO)P(V)(%SSUA&NNO) = /3) (4-0<>

MJ’M?A&A
Dabto che la somma IU”SO ogni v1ga di P deve essere i/ risvita:

«

X

FO"‘ = 1- Po,o
Pa1z 4= Pao = 1= (1)




ver Fica @

FO"‘ - P(X""” :4) X0 ) - P(W‘ arnvo nel (kir)-esivo iy krva”o) =X

Pra= P (K= 11 %ie1)
z P((nessm cwp)@f&nﬁo)_g pure <C,omr>\6bwwxm+0 e &w:\/o)
nel U»(M)-esumO (’Akf\/d“@)

/: P(nessws cwp)dswm%)ﬂ' P(COMP,Q bwh) P(aw;\/o)

everh disguah - (4-/5)—&-/5'0( - ,}__/5(4_0(>

+ I-ﬂdl Pe,,a.(/) h‘

1-& X

EICEYRE IR

=> p:{

d\_agré/\nmd dv transizione dello stato

1-ok X 4~/_;)(4_0()
ook

[}.(4—0()




