Lezione STATISTICA- 17 giugno 2005

ESemPL'c_J_ - Densita normale

Si definisce densita normale (o 3auss|‘ana) con mediad M e @

varianza G2 e si indica con N(‘-{,Gz), la densita™;
_ (ew)®
%(%): A 262
2wo

Se X € una v.a. con densita” N(ﬁ,@z), si ha che:

E[X]- M

Var (X)= &~

NOTA- La densftdg e simmetvica r:‘speftoal valore atteso M.

La d\’spers»'one rl‘sFettQ a M dlpende, dalla vavianza %

C1<C2< Gy

PROPRIETA

Una v.a. X~ N(ﬁ,6‘2> Puo‘ essere Sempre €spresss come

X=GY+I~4

dove Y~ N(O,/l),



DUnque:
PlasX<b)= P(asaYepsh)-

P(a- ,
=P<“—;‘»‘—5Yff§>= ~ ()R (S

A | valor| dr F, sono Cabulati per 420+

'_N_Q'If_\' Se y<o, allora F"%):/"F‘((lét)‘

% .00 .01 .02 .03 04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 {.50000 |.50399 |.50798 |.51197 |.51595 |.51994 |.52392 | .52790 |.53188 |.53586
0.1 |.53983 |.54380 |.54776 |.55172 |.55567 |.55962 |.56356 | 56750 |.57142 |.57535
0.2 1.57926 |.58317 |.58706 |.59095 |.59483 |.59871 |.60257 | .60642 |.61026 |.61409
03 |.61791 |.62172 |.62552 |.62930 |.63307 |.63683 |.64058 | .64431 |.64803 |.65173
0.4 |.65542 |.65910 |.66276 |.66640 |.67003 |.67364 |.67724 | 68082 |.68439 |.68793
0.5 |.69146 |.69497 |.69847 |.70194 |.70540 |.70884 |.71226 | 71566 |.71904 |.72240
0.6 |.72575 |.72907 |.73237 |.73565 |.73891 |.74215 |.74537 | 74857 {.75175 |.75490
0.7 |.75804 |.76115 |.76424 | .76731 |.77035 |.77337 |.77637 | 77935 |.78230 |.78524
0.8 |.78814 |.79103 |.79389 |.79673 |.79955 |.80234 |.80511 | .80785 |.81057 |.81327
0.9 |.81594 |.81859 |.82121 |.82381 |.82639 |.82894 |.83147 | .83398 |.83646 |.83891
1.0 |.84134 | 84375 | .84614 |.84850 |.85083 |.85314 |.85543 | .85769 |.85993 {.86214
1.1 1.86433 |.86650 |.86864 |.87076 |.87286 |.87493 |.87698 | .87900 |.88100 |.88298
1.2 |.88493 |.88686 |.88877 |.89065 |.89251 |.89435 |.89617 | .89796 |.89973 |.90147
1.3 1.90320 | .90490 | .90658 |.90824 |.90988 |.91149 |.91309 | 91466 |.91621 |.91774
1.4 1.91924 |.92073 |.92220 |.92364 |.92507 |.92647 |.92786 | .92922 |.93056 |.93189
1.5 1.93319 |.93448 |.93574 | 93699 |.93822 |.93943 |.94062 | .94179 |.94295 |.94408
1.6 |.94520 |.94630 |.94738 |.94845 |.94950 |.95053 |.95154 | 95254 |.95352 |.95449
1.7 |.95543 |.95637 |.95728 [.95819 |.95907 |.95994 |.96080 | .9616 |.96246 |.96327
1.8 |.96407 |.96485 | 96562 |.96638 |.96712 |.96784 |.96856 | .96926 |.96995 | .97062
—P | 1.9 |.97128 |.97193 |.97257 |.97320 |.97381 |.97441 [ 975000 97558 |.97615 | .97670
2.0 |.97725 {97778 | .97831 |.97882 |.97933 |.97982 |.98030 | .98077 |.98124 |.98169
2.1 |.98214 |.98257 |.98300 |.98341 |.98382 |.98422 | 98461 | .98500 |.98537 |.98574
2.2 |.98610 |.98645 |.98679 | 98713 |.98745 |.98778 | 98809 |0.98840 |.98870 |.98899
2.3 1.98928 |.98956 |.98983 |.99010 |.99036 |.99061 |.99086 | 99111 |.99134 |.99158
2.4 | 99180 1.99202 |.99224 |.99245 |.99266 |.99286 1.99305 | .99324 |.99343 |.99361
2.5 199379 |.99396 |{.99413 | .99430 |.99446 |.99461 |.99477 | 99492 |.99506 |.99520
2.6 |.99534 |.99547 | .99560 |.99573 |.99585 |.99598 |.99609 | .99621 |.99632 |.99643
2.7 199653 |.99664 | 99674 |.99683 1.99693 |.99702 |.99711 | .99720 |.99728 |.99736
2.8 1.99745 1.99752 |.99760 |.99767 | 99774 |.99781 |.99788 | .99795 |.99801 |.99807
2.9 [.99813 1.99819 |.99825 |.99831 {.99836 |.99841 [.99846 | 99851 |.99856 |.99861

Esempio- K (1.86) = 0.37500

Fy(=1.26)= 1- F¢ (1.36)= 1- 0.3%500 = 0.02500




MATRICE B CovARIANZA @
SQia x:<X4I~--,><n> una v.a.vettoriale con dens ta'ds probabilita’
%XG(')/ x= <°‘“1"/%">f

Tl valore atteso 37 X e _
E[X}é/ p A%x(%)dx, => & unvettore
/IR

&e‘un vettore
S\ dimostra che :
E[x3= (E0%, ..., E[X.])
L

\ ca‘colétl uhh'zzando

(.,al(‘.olato Ie, densita \merg\‘nah'
vtbilizzando |a d Xa,.. X
di’/\s{tamns{unta e
dl‘)(n,--, Xn

Usiamo la notazione: ry = E [X]

Si defraisce MATRICE D) CoVARIANZA dr Xa,--, X la matrice :

2 x = E[(X'Mx)(X*W)x)T} => wmabrce nxn

Vettove Colonnag \‘ vettove riga 9

d lung\nezza N lUnS\ne,cza n

Come e fatta 5.7

 Vor (X)) Gov (X2, X2) L Cov () _
Cov (X4, X2) Var(X2) . . . Cov (le Xv»>
2 x= t
Cov(XaXa) Cov(Xe %) o . Var (%)
-




Nel caso n=2 o1 nduce a:

Var(Xa)  Cov(Xa Xz)
Cov(XaX2)  Var(Xz)

X

(O SSERVAZIONE. - ZX e una maTrice simmetrica (cioe Zx=§:> e

n Sene,ra\e, sewideFinita” lpos\"b\\/a (Sf Scrive 2 . 20> X

VaeR” 2 2x2>0

a /

Densitas Normace MuitivariaTA

Le v.a. X4,--,Xn s\ dicono Congiuntamenle gaussiane se la loro

densy La con\o)\‘unta he |\espfess{one:

A lokam) 5 Mot
()= 1 6“&(“ ) & (rem)

V(2n) det.(2)

- densitanormale multivarata-

dove !
¢« melR"

. Z = ZTé anxn e def\'mta Pog{t\\fa (5\ Scrive Z>0>

Zs(

Una densita normale multivariata cewn Patamelr’ me S

St ndica con N(W\,Z)

Yxe R’ xto, o 22 >0

P__roPr\'eta\
s Se X"’N(Mxlzx>/3l‘0ﬂ33
- ElX]=mx  (valore atteso)

- E[(X-mx)(x~mx)1_]; 2 (matnce dicoverianza)

@

7



o Se Xiq,.., Xua Sono cong{untamente gavussiane e a due adve @

scorvfelste, cioe
Cov (Xu, X;)=0 Yaz)

allova Xa - X 5000 anche |'ndn'Pende/;t{.

OsservAzioNe- Per v.a. csuals\as{ 'n geversle s scovrelazione ion
fm\o)fc‘,a \\n'nd{pendenza. Tnvece perv.a. c::ms\'untamente,

gaussiane la scovrelazione implica ' indipendenza.

OSSERVAZIONE - Se X4, .., Xu Sono congiuntamentle gaussiane e
\‘nd\penolent\') allova (dato che Cov (X« X;)=0 YAty ) la matrice
di Covarianza € nella forma:

[Var(xy © . . . O 7

Zx , O Var(X2) |

L O - \/cw(Xv,)_

=> Zx e Una \ma(:r\‘ce c;\aSOna\e,.

o Se X=(X1,--,Xn) sono Congiuntamente gavssiane, allora

per ognt Ac R™" e be)Rm rsulta che Y= (Yfl,-—,Ym) defimte come

Y-AX+ b

5on0 oonS\"un’ta meile gavssidne clog Y~ N(mY, ZY> con

- my= Amxtb

- ZY: AZX/\T



CAso PARTICOLARE. @
A-[1.1] , beo

N —/
nwvolte

X1
=> T=AX+h= [4-,_.4] 2 Xato o+ X

Xn

Du»nque,/ Y: Xq-\*---*\'XV\ e una V.a. Sauss{ana con valore
atteso my = Amx+b = Mat.__+ My, dove m - E[X'\'], A=,
- n

n N-4
. 2 -
e Vananza Sy = ASAT =2 st 0 5 D Cov (x4, %),
431

A=A jagaq
2 . .
dove GO = Var (X<, £=1,..n.

Se, 37 eggiuntal X4 1= Xn Song :‘ndl'Fende/;t\/ e (-]Ulﬂdl. Cov (X«‘, XJ'):O ,JVL,C{)‘/

2. 2 2
allova oF= o+ + S, .

R\‘CHP)TOUWDO :

83\/55\‘8\06;

o 1| valore atteso dells Somma coincide con la somma dey valopr
dffes) deglraddendy;

* € le via-s0m0 anche indipendent, |a Varianza della sommg

wincide con la Sommg delle varianze, degliaddendy.

CAso PARTcoLARE 2

A-lo..0c10..0] b=o

L/Llesmho elemento
X1
=> Y:AX+b:[0..040...0] P E XL

Xa

Duno‘ue, Y=Xis e vnava 38Ussiana con valore atteso



W4
E_[Xfl = Amx-\-b: [O--O/ION_O] ; =, @
Ma
e Vvavianza ‘
o . ox |[9 .
T G, M - 2
Var (x)= AZxA'= [0..040...0] 0 =
> g o
x| S

RICAPITOLANDO :

* 5e X4, .., Xa S0v0 CO”S"UV‘Ta menle Javssiane 3lova clascuna

X4 € una Variabile aleatora 3avssiana.

—

~
E sercizio - Siang X4, Xz, Xy V.a, congiuntamente Javssiane con :

Elx1]=0, E[X2):2 E[X3]: -1
\/ar(Xq)*-/]) Var(X2)=4, Var(Xs): 2
CO\/<X’\,X2)= -1 COV(X4,X3)‘- o, @\/(X;Xz;):/]

1. Determ\'nafe, la devps{ta" cons{unta di Xpe X>»  Sowno l‘“d\PenJentn' ?

Tonanz ']'U‘H‘o} Xz (Xq, Xz, X3) v N(”’}x, Zx) con:

Q
M= (ELX), EL%], E[x] ) = [ 2 J

-1
[ Var(x2) Cov(Xe) Cov (e Xa)| PR
J = Cv(XaXe)  Var(X) Cov(xzxa)|=|-1 4 4
X
O
COVGQ,X?,) Cov(Xz,X3> V6T(Xz) . 12 .J
S ha che -
Y_é X"-: e X2 :AX*—E
- X3, O O 1 Xs




dove A-{gg:} e b:[g} @

Duwc‘ua/ Y= (X/)’ Xs) Sono COY)‘S\‘UYl—ta menTe, Sauss\an@ con:

3 . )
- Wy = (ELX) E[X:])= [ ]
Y ( > -1 /L\Ven"fware che @incide con

AmX'\‘b
Var (1) Cov (%, %) [4 o

LS i
CDV(X’),X:*,) \/ar(XQ,) ° 2 —\-\

\/eanca»’e, che coincide

con Al AT
Dato

che X1 e Xa sono oong{untamenfa gavssiane e scovvelate
(<=> la loro watrice di covarianza e'diagonale); esse somo

anche \n d{PendeA Er.

2. Caleolare la clenSI'ta‘ConSi‘un—ta delle V.a. Ya: 2-X1“X2+X3,
e Y = -X4 +3>X'3,, Sowo \‘nJ\FenA%t\'?

[ A2 3 - X
Y:{Yﬂ}:[zmx«ux :{z 1 4} 2 | = Axel

Y2 - X442 X> -1 0 3
X3

[ 2-17 | °
dove A-[_/\ 03:] eb-[ojl.
Dungue, Y= (Y,Y2) sono congiuntamente gaussiane cons :

et [ )22
-1 0 3 -3

-1

Al 2 -1 1 1o o2 :~g %
- 2y AZLAE [_4 o> |l-17 1 1|10 O 15
o 1 2 1 3

Dato che Ya e Ya sowno Congiuntomente gaussiane e Scovrela te, esse sono

anche \‘nd(?@/\d?f\tl‘ . (Z‘( e‘d\c‘;gonale




Co Nvergenza e 3pprossimazione @

Definizione - Siano (L2,A,P) uno Spazio du'Proba bilita”,
X: 0. —IR" una va. e {x,,:ﬂ—-»lR'”};

di v.a. S dice che Xn converge a X quasi certamente

UNa succesSsione,

(e siindica Xn 255 X) se I'imsieme degli we Q) Taliche,

j,v‘w] Xn (UJ} = X(Q))

n->o00

ha Proba\o{l{ta‘ 1. 50 dice che X, convevge a X in Pmbalo{h'l:a“

(e s indica Xn i-) X) 5¢, per o\o)m' 8>O/ siha:

Lom P{IXn=X|>e} =0

N> o0

q.c. : P
NOTA- Sy Puo‘ dimostrare Xn—> I'MPI\CG Xn—> X,

Lecae per GRAND) Numen

Sia {va} Una successtone di V.a. mdnpendc'nt‘ ed equxdlstrx,bw Le,
n=4 A%
con valore atteso M e varianza o2 Allova , ]aostoz
;Zn: Kot 4% ~ Media campionaria-

N
s ha che X == i (3 quindr anche X"i’r‘)

l‘nterpretSmbwe - L msieme degl evenl) well per cui’ Xnlw) assume

valori victal a M Tende ad avere Probabfh‘ ts™1 per n>w.

NOTA- Calcoliamo il valore aTteso di Xa per n fissato.  , aite

Xat...vXn | E[Xa]44E[Xa]  MH._+M . Rf
n g n i N .

E[knka[

~

I'vearita~del
Valare attesp



I

Calcoliamo lavavianzg dv Xa per v fissata ;

Var (Xn) = \/ar<M> = ——-<Z \/ar(X4>+ZZZA Cov (X4, X;)

N nZ. 1 — €3 ’lJ 4-}4 e~
n il
2 Ga 'O
A4 ﬂO’z° QY Ferc‘ne SO0
- —— = — indipendenty
n? N ’

Dunque, X & Wwa V.a. dicur ‘n generale Non_ conosciamo la o’sstﬁbuzxovse
ma <s)cru Ltando |e Propmeta del valore atteso e della varnanaa> dr cul

conosclame Valore atleso e varianza:
E [ zn} = H
o 2
Var (Xa) = -E-—

Svosservi che Vor(Xa)—s0 per n—wm, ¢ 3u|;noh’ " valovi assunt da Xn
teadono a cancentrars) intorno al suo valor medio. (che colncide con ,4)
per n> 0. Questo Qiustifica intlitivemente la Legge de/ Grand’” Numerr.

ESEMPIO - SV consider; uno schema successo- rnsuccesso dv Bernoull;

n prove indipendent;, \orobo\b;'li ta® P I successo i clascuns prova.

‘ o Se s\ ha insuccesso nella 4-esima prova
X«. -
1 “ w w  SUCCESGp “ —
= XcvB(p) e wE[X]=p 43, N

X4+ .-+XV\
n

Sy 0sservi che Xp:= rappresenta la proporzione (frazione)

" success| sol Fotale delle n prove. Per |a Legge dei Grandi Numer:

;(,,\ —q—c——)P Fer N->00.

\a

uhlizzo - R\'Petendo I\CSPer{mento n vO)te con N “mo]tosvande" l

ProForZ)one di succees) ottenut; Spprossima la Pro\oab:) ta p

di un 5\n30)o sUCcesso.

<P S1amo ne| contesto dells STATISTICA | che & occupa della stima

del modello di un feromeno aleatoro a loarl:ire dalle, 0sservazions.



—

@V

. . 00 : \ ;
Defraziove - Siano X uns va. e {Xn}w Una Successione div.a. scalar.

Stano vnoltre Fx Fxq .., Fx. le rispe ttive distribuzions di
Pro\oa\ol')l‘ta‘. Srdice che Xn Converge a XLV_\_leﬁgg:

(e St indica Xn 5—-* X) Se
Lm B (o) = F(x)

N> 00
pec ogni Punto »elR incur F e cwontinva.

NOTA- La convergenza in probabilita™ (implice ﬂue“a 'n legge , cloe”

Xn —E—->X \‘mph‘ca X i?)(

Dum’ue |s nozione di convergenzs in ‘e33e e la pv debole tra

csuel\e conorderate. .

Teorema beL LiMTe CENTRALE

Sra {Xn}:; una successione dv v.a. indipendent) ed _@_ﬂus‘d\str{ burte
con valore atteso M e varianza s*>0. Allora, posto;

X X'l"’--.'\'xn"‘n]‘(

i sin

sy ha che 6":‘ convevge " 1e33e A Una V.a. N(O,’}).

NOTA- Sy 05servi che S’; puo essere scritltacome S’:= — <Rn“[“) ,
o)

dove >—<n e la media cc\mpx'onars‘a Dune'ue‘
e8] E[ E(Ra-p)) - (E[xn] )=

T‘
Var(&t): \/ar( (Xn~ f‘)) < — \/ar Xn ﬂ) V&(‘(Xn) (;72 %Z: !

Dum)ve) per v fissals, S ha valore atteso nullo e vavianza paria 1.
T1 Teovema del Limibte Geitrale crdice inm PIU'che, per n “grande”, la
drsbe bvzione di S Leade aquella divns via. N(0,4).




APPLICAZIONE - Dali\espress{one d Sn , 5 (cavad che: @ ‘,

— -_0—_ x
x\n"mén”"‘",

e qurnd\', Per N gfandej Sy PUO\E}DFY‘OSS\'W\&WQ la ]e,SSe, dl' }—<n

con una legge N(j, ).



CALcoLo o1 Leca @

Sa X una v.a. (\/e{:tor)‘a\e) con densiEad Fvobab{h'ta‘ < hota.
Sia imoltre Y= c’,b(X)/ dove ¢: R"—s R e una FUanbne,_
Quale I distribuzione /densita™ di probabi[ita di Y ?

Due wmetodi:
/]) melbodo dells funzione d; distribuzione,
e Calcolare Fﬂé)z P(Ysg) ( drstribuzione 4 Probabilita'd; )
» caleolare 6\,(3): EEEB_) (dens»’ta‘dn'Prolaalo;}.’l:a*d.‘Y)
9
Z) metodo del cambg di variaby e (n=1)

X (“.c)
/6\{ (6) = Z \:6\- (dens{ta‘d,'Probab'.hta_& Y)

XieAly) | ') l

/ JP(x
dove P(x)= 5%) e A(5)={7C6/R: cb(%):g}

‘ &
Quind FY(a):fgy(o—)dG

- /
{ 7

Esercizio - O consideri vna via. X con densita uniforme, sullintervallo [-1,2].
Calcolare la densita™di Y= x&

La densita di X e ﬂx(’t),r

Se -1<2 <2

A
)
‘gx <9°>: ‘
Q a H‘Yt\ment\

Xy

Y= cf)(X) con ¢(%):%2. | .
= ‘v‘%zo. Aly)= g%elR: qb(%)%}: gerR: %Zzé}} - {,2@%}

X4 2z,



V5<O‘ A(a)z{xelﬂ-' 45(9():%} : {xe)R: %2:5 = Q
Q 1\4 nsieme vvoto

20 <o
1° metodo
e Se Y<o:
| $60)
FY(a)=P<Y53):o f

. A

Ferche‘ Y= X’2 e’ sempre
non ne:o)ah\la

e Se 0<4<1: :
Fet): Plveg): P(xPey): R B
:P(J"asXsJé) PR
\r% \r@ r $UPFOfCO di 6><
= /'6x(7¢)d9(. = /\—;;doc: i[%} ’ 2y
5 5 Thh
° SQ 4<g§4
Frlg) POYeg)= P(xPey): P(T3<x<fy):
/{& | AL
- {x(%)d%;/};dnzs {%]-4 z 5(4-\"’_3)
-y »
) 56 8>4

Felys P(rey): P(xteg): PTgsXely)-

% : .
A 1 e
i\rg'/ 46x(%)d91. :-/3(;%25[%]-4- 63 1

R\'cefn‘tolando:
'e) se é<0
5%@ Se 0£4<1

;15(“@) 5e 1<4 <4

"_‘Y (a) - - distribuzione dr )orobab»hta‘dn' Y-

/ Y &)’4



Derivando Fy(g) @

1
—— 5@ 0<Y <
{7
g" 4 qug} Be 1<% <4 - dusiba’ i probabilitad; -
0O &HTI'VY\?/\t\

2% melodo

NOTA- D)= => P (n)= 25

e Se 4<o:
£x00)
S0n0 entramby

'&(( )"
46A(3) ,Cb(% )l vell intervallo [-1,2]

x’g’ (mglemevdoto)
e Se 0<Yy<n:

fpe Z IO bl el fCl) )
A (o] e Eeal L fap)

1 4

s 2 .3 1

204 20y -3\%

=0

¢ Se 1KY <4,
b= > &0 b ) o 1
nieAy) [F0W)] T T 14»(@1 |y szal 2l 6Vy
& fuori dallatervallo -1.2] @ nellintervallo (4,2
* Se y>4:
) . G (J%) =T o o
8 o T T Ten ol ol

Sono eatremby Fvoﬂ‘Jé“\mkNa\”a [-4,2].

Abbiams offervto per €Y la stessa espre ssione oftewTa wnil primo metudo, . .




