ESAME DI STATISTICA 06.12.2005

Candidato: N. Matricola:

Esercizio 1.

Un’urna etichettata con A contiene by palline nere e r1 palline rosse. Una pallina viene estratta a caso dall’'urna
e reintrodotta senza guardarla in una seconda urna etichettata con B, dove sono gia presenti by palline nere e
ro palline rosse. Due palline vengono quindi estratte senza rimpiazzo dall’'urna B. Noto che la prima pallina
estratta dall’'urna B ¢ rossa:

a) Calcolare la probabilita che la pallina estratta dall’urna A fosse rossa, e confrontarla con la corrispondente
probabilita a priori.

b) Calcolare la probabilita che la seconda pallina estratta dall’'urna B sia nera.

Esercizio 2.

Si considerino le funzioni:

0 z<-—3 0 r< -1
Pi(r)=q%2? —F<z<3, Br)=q3+He+32® —1<z<i
1 z>1 1 x> 1

a) Determinare quale delle precedenti funzioni rappresenta una funzione di distribuzione della probabilita.

Si indichi con fx(x) la densita di probabilita corrispondente alla distribuzione scelta al punto precedente e
sia X una variabile aleatoria con densita di probabilita fx(z).

b) Calcolare il valor medio E[X] e la varianza Var(X) della variabile aleatoria X.

Sia Y una variabile aleatoria la cui densita di probabilita condizionata (rispetto alla variabile aleatoria X) vale

1
fyx(ylz) = 1 +a?
0 altrimenti.

c¢) Calcolare il valor medio E[Y] e la varianza Var(Y) della variabile aleatoria Y.

d) Scrivere la matrice di covarianza delle variabili aleatorie X e Y. Sono indipendenti?

Esercizio 3.

Le variabili aleatorie X1, X9 e X3 seguono ciascuna una legge N(0,1). Noto che esse sono inoltre congiunta-
mente gaussiane, con covarianze Cov(Xy, Xp) = £, Cov(Xy, X3) = —1, e Cov(Xy, X3) = —¢:

a) Scrivere l'espressione della densita di probabilita congiunta delle variabili aleatorie X e Xa.
b) Determinare i valori del parametro reale « tali che le variabili aleatorie

Y1 = (1 - Ck)Xl - 3X2
Y, = X;+aX3

sono indipendenti. Per quali valori di « le due variabili aleatorie sono correlate negativamente?
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Tndichiamo con:
e X il nisultato dell’estrazione dall'urna A
* T2 il visultato della prima estrazione dall'vrna B
e Yo u I i Seconds n # o4
I possibil risultati sono:
e N = viene estrafts vna pallina vers

. P\?: n Jr p “  Yossa

Q) Viene vichiests di calcolare P(X=R[Ya=R).
Applicando i Teorema dr Bayes:

P(Ya=R|X=R)P(x=R)

X=R|Ya=R) =
P(x-R|v»R) P(Y1=RI X=R) P(X=R)+ P(Yi*R ] X=N) P(X-N)
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b) Viene richiesto di colcolare, P(Ya:N|Y4=R). @

A?P\{cando la Parh‘zsone dell'evento certo:
P(Ya:N|¥s=R)= P(¥sN[X=R,Y2R) P (xR | v4R) +

+ P(¥esN|X=N,Ya=R) P (X=N]V2=R )

Abbiamo:
b2
P(Ya:N| X= Ya=R )=
( 2 ) F’x, 1 P\) b,
P(Ye:N| XeN,YazR)z —22¥1 . ba#4

(Tz-4)+(bz.+4) i Y2+ b,

Inoltre: P(X-N|Yi=R) = 1- P(X=RIYs=R) = 1-p

Quindi: Félu\afa al Funfo Q)
EZ b2+’] b + (4_ )
PlesNIveR)s —2p+ 2L (1p) . 22 (p)
( 2 l R) rZ"'bZ, P ‘(‘2-"{"‘92, ( P) r‘z_‘_ba
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Esercizio 2

a) Osservando i gfafico della funaione F(a0):

Fa(x) 4
|
I
i
~o .
-3 1 %

e chiaro che ecsa NON vappreseats vna funziope dirdistrbuzione dr ‘orobalofl (f'a‘,

m quarto & decrescerte mell mtervallo [-3.0].

La funzione F (3) coddisfs invece tutle Je propriets” druna distribvzione dy
Fvoba\mh'fa' (venf{care.‘.).
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Cov(XY)= E[XY]-E[X]E[Y]= ©

Le Vaviabili aleatorie X e Y somo Scovre [ate (Perclae; Cov (X, Y)=o> )

Mma non x‘ndnpende/\vhl perche” '6";‘( (:«,3)# 6"(%)6"(3) SU va fnsiene,

di wi'sura yion nulla

La matvice di covarianza di X o Te:
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Var (X) Cov(xY)
A Cov(X Y) Var(Y)
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Q) Le veriabili sleatorie Xi e X, somo congiuntamante Raussisne,

Con vettore der valor affes :
E[X1] ) 0
Mz = )
E(X2) :
e wmatrice d; Covavianza:

Vor (Xa)  Cov (x4 X2) 1 %
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L espressione della |ovo deAs‘Jra“oovle‘vA{'a e'dw\?ue,:
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b) Le vartabili aleatorie Ya e Vs sono combinazioni [inearr delle vaviabily

alestovie congivntemente 3avssiang Xy Xz e Xa
, :

Dvm’ue,/ che Y e Ya
Scovve late.
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Cov (A te): €00 E[MIELG = o (So-1)

Cov(Y'w,Ya) =0 S5¢ X=0 oppure x=2
= Y4 e Y?. Sowno n'wAl'P?Aa‘MH 59bo<=o OPF\/{Q 0(:2'

Gov(a o) <o sse 0<x<2

=> Ta e Ya Sono covrelate V\?:S&'l’).\/wﬂn"‘& S€ O<o( <2 .



