ESAME DI STATISTICA 04.07.2005

Esercizio 1.

Da una scatola contenente 2 pezzi di tipo A, 5 pezzi di tipo B e 5 pezzi di tipo C, un addetto
preleva i pezzi a caso e senza rimpiazzo. Una macchina lavora due pezzi dello stesso tipo
alla volta. Sia T la variabile aleatoria che rappresenta il numero di prelievi di pezzi necessari
per far partire la lavorazione della macchina.

a) Scrivere la densita di probabilita discreta pr(k) di T.
b) Calcolare il valore atteso mr e la varianza o4 di T.

¢) Calcolare la probabilita che il secondo pezzo prelevato sia di tipo A se il terzo pezzo
prelevato ¢ di tipo A e T > 3. Confrontare questo valore con la probabilita (a priori)
che il secondo pezzo prelevato sia di tipo A, e spiegare il risultato.

Esercizio 2.

Si consideri la funzione:

ae™™ gex>1
fx(z) = { °

0 altrimenti,

in cul av € una costante reale.

a) Determinare il valore di « affinché fx(z) rappresenti una funzione di densita di pro-
babilita.

Sia X una variabile aleatoria con densita di probabilita fx(z).
b) Calcolare il valore atteso mx e la varianza o% di X.

Sia Y una variabile aleatoria uniformemente distribuita nell’intervallo [0, i]
¢) Scrivere l'espressione della densita di probabilita fy(y) di Y.

d) Supponendo che X e Y siano indipendenti, scrivere espressione della densita di
probabilita congiunta fx v(z,y) di X e Y.

e) Calcolare la probabilita P(X +Y < ).

f) Stabilire se le variabili aleatorie X e Y sono scorrelate, e scrivere la matrice di cova-
rianza di X e Y.



Esercizio 3.

Una variabile aleatoria X ha densita di probabilita:

1 1
7 se —1<z< —3

fx(z)=9 2 se —3 <<l
0 altrimenti.

Si consideri la variabile aleatoria Y = 3|X].

a) Scrivere l'espressione della funzione di distribuzione di probabilita Fy(y) di Y.

b) Calcolare il valore atteso my e la varianza 0% di Y.
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E cercizio 1

Quando 'addetto ha prelevato due Peaz{ dello stesso Tipo (e nom ‘twportadr
che tfpc), fa Parh‘(e la lavovazione della wacchina.
Fer prelevare dve peazl dello stesso ' Eipo, occorrono chiaramente almeno

DUE prelievi, e al massimo QuaTTRO (perche i hpi dr' pezzy sono t(e._-)
Dunque : Te {2,5/4}_
Q> Dobbiamo calcolare 1y valor:

pr(2)= P(T=2)

Pr(®)EP(T:=3)

Pr(4)2 P(T=4)

SUPPom‘amo di effettvare n prelievy. Allora 'tnsieme, der possibl/
risultety e dato da:

Q- fur )+ wieh B

croe W= bipo dell’ <~ esimo pezzo estratto,
Caleoliamo PT(z).

Pr(ed= P(T=2)s Plunug)=
P((w1=A,Wa~'A) U (uwhs B, wWe2B) v (wasC, w;ﬁC))

)

g

evert, o, 53{\/4+»'

1]

P(W*‘A/ Waz A)+ P(w4=6, wz:15>+ P(we,wz:c) -
= P(&M:A) P(Q)Z:A l(/dq =A> + P((A/q: B) P ((dz:b](«h ZE)>+
+ P(wr=C) P(w2rCl s ) =

2 1
T — — % ._é _i -+ —é.. 4 - 7 (2.+20+2,0): 42 :—i_.
12 11 122 M 2 11 2.1 211 22



Caleoliamo pr(4).
pr(@)z P(Te4) 7 P((wrtun) 0 (wrrwn)n (waris)) = ... =
= P WA, werB wasC )+ P(unsA, was C, s )+
+ Pl B, wamA wg=C) + P B wasC wazA) +

4 P(uh *C, wa=A, Wa= E>> + P(W4=C, Was ED, W3 ’“A) =

= P(wisA)P(weB| WazA) P(ws:C Iw4=A,wZ=E>> +... 3

2 5 5 2. 5 5 5 2 5
_____.__._.___-;.___.-—_-——-__f.——-..%*.____{.
12 11 10 122 11 10 22 11 10
5 5 2 5 2 5 5 5 2
+ — —. 4 s = —— . -

2 1M o107 2 1M 75 12 1M 10
5.-5.2 5
= 6 = —

12-11- 10 22

Dato che P-,-(k> e” una deagita dr probabil (s discreta, soddisfa:
Pr(2)+ pr(®)+ pr (4) =4
Ruind/ Possiamo Yicavere PTC:'>>I

z 5 12
(3)= 1-pr(2)-psla)z 1- L. 2. 4o 125
Pr Pr P=(4) 22 22 0, T 1

R{cap\jro lando:

il Se k=2,
22
PT<R>: 7?1- se k=3

— se k=4

a Weiments
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rNOTA— Caleolo divetlo dv P-,—(E:) @

PT(E})-’— p(T:_:J)): p((w/':(‘)sl Uq#’Wz)U((AJI]‘-#(Jz/ U2=0J:5)> =, ..=

it

P(&M-‘A, wz#A/ Wha =A> + P(Wﬂ-‘AJ LJz-'A, Ws:A) +
-+ P(wﬁﬁ, W2 ¢ B, (A)g,‘—‘E)) + P(QM#E)/ Wa-= 6/ Wa= B}‘f‘
+ P(W":C, W+ C, W3=C)+ P(w#(i, wz=C, wg,=c> =

P(weA) P(watAlwi=A)PwszAlwnA, we tA) 4 =

Iy

2 10 1 o 2 1 5
- . . ~+ __1_.. . -+ . i ._i -+
12 11 10 2 11 10 121 10

—— b ——,

P e—
12 1M 10 12 M 10 120 99 10

1
T — <20+20+14O+’]4O+44O+44O>:\GO\O—:f-o_:i
42.14.40 12-'14‘40 12'4’] /l/]

7 5 [ F+15+10 32
- ._____+3.-——-+4.-——_..; 2 x2.9
b) E[T] 2 22 11 22, 1 11

/l
Var (T)= E[TZJ— E[TJZ: g - (—;;'-) . 83

/ 121

=4 4 8. 506 5. 14145140 g

22 11 22 " YRR
C) E‘ richiesto dv caleolare,: INoTA— Dato che siamo arvivatly
. al terzo prelievo,
p(wz‘A ‘ W “A) - P(WﬁA, wz"A) implicitamente T >3
- X =

P(ws=A)
dove
PwesA, waz A) = Pwasd; ez A war A) + P(wi=C,wi=A, w_,,:A) -
= Plwa=B) P(w2:Alwa: B) P(ws=Al wazd, WasA) + . =
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NOTA-~ Datoche abbramo fissats W2:A e Wy A, s hache wWr#A

(aMrimerti cv savemmo fermaty al secondo Ffel:'e\m, FerchéTzz_ ! )

P(U:b:A) = P(&M:AIUZ-‘- E), W_5:A> + P(Wq:A, (A)2=C,/ W:_’,:A) +
+ P(w1eB, werA, wazA) + Pwaz b, we=C, ws=A) +
+ P((,dﬁcl Wa:AIW3:A>+ P(w4=C,wz=E>, (A)3:A> = ,.. =

2 5 4 2 5 4 5 2 4
T2 o T m 10T 12 1M 10

l ) : o\,~~.

—_— .
121 0 Tz Motz 11 16

1
= (4O+4o+4o+50+4o+50>; J&:i
12-11-10 121110 €¢

NoTA ~ Non abbiamo ownsiders per esemp;b, la sequenza (qu B, wz=p WasA)
perohe” alfimerh ci savemmo fermat ol Secondp Prelievo essendo T2 2,

DUV\(}VQ: ___,,__
é6 1
P(wz=Alws<A)= ==
66

La Pro\aa‘o{hta‘a Fnér\' dr wz.:A e !
P(Wz; A>= P(&MzA, (»/z:A) ¥ P<wfl=5, wZ:A>+ P(W’I:C, (Uz,:A):
= > 2 > 2 il <2+'Io+4o>:

— ——'M—l- ——
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—__.——_.+ =
2 M 12 M 12 9 qp.49

o

22 1

- — -

12199 6

DUnﬁve,:
P(W2=AlW2>=A>: ‘% < 61 = p((dz:A)

o Sapere che al ferzo prelievo il pezeo € di Tipo A | e inaltre T22, <ida” Vinformazione
che nei primi dve prelievi un pezzo di tipo A e estrallo al PV Una volta, e cio” yiduce

la probabilita’che si5 estratto proprio al secondo prelievo,
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50 % s(n 5)

d)

1 1
e Hz2— € 0Oy < —
2 &% 3

0 a Hn‘menﬁ

A%x,v (%3) : 6& (=) g\’ <3) - {

e) P(X+Ys 5—) = P< (X,Y)GA) = //A ‘éx,y (’".a)dxda,
dove A= {(%336){%25 %+8 < 23—}
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%) Dalo che Xe T sono (‘nd{PenAeAh , Sono anche scorvelate O
DUM)UQ Cov(XY):=0,

Risvlta:

Var (X)) Cov(X,Y) |

Ao
Z - LA
XY

Cov (X,7) \/armj O 5

1

Fer Und v.a. umformg la Vavianza

matnce d'covananes 2 (
- 3 b-q)z (i)l
d % ¢ G“r S — = 4 - ___/’___
' Xey 12, 2. 18
Esercizio B

Q) Dato che viene vichieslo (| calcoly della funzione di distribuzione di probabilita” I,

conviene calcolarla divettamente .

gx(“)A
Y=P(x)=3[X]
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CASO 1 - | <O
Frly) = P(Yey): P(31XIs4)z0
C—D pevche’ 21X120 mentre 8<O-’

CASOZ - 0£4<1

Fe(a)= P(Yzy): P(alxiey): P(-2< X< 2)-
R 4
3¢ 3 5

Wies
(fas

-4 g 4 4
3 -3 5
y f 5 | 4[ ] i[%] ]
= - =d = =[x + -
- [ 43% -s-J 7 9 y 43 P
-2 5 3
3>

RS 8. AN_ F, .12
:4(5 3/7% <5 2)7 249" 8
CASO 4 - 8>3

Fe(8)= P(Y<y)= P(3lxl<4) = 1

60 locrc‘ne’ 473, merfre 1| massimo walore che, puo”

assumeee 3lXl € 3 (nl SVP\oorCo di { () e”
}eatervallo [-1,11).

Rt’capfﬁo lando:
0 se 4<0
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