PROVA IN ITINERE DI STATISTICA 24.06.2005

Candidato: N. Matricola:

Esercizio 1.

In un’urna sono contenute n palline, di cui r sono rosse e le rimanenti sono bianche. Vengono
effettuate due estrazioni dall'urna seguendo la regola che, se la prima pallina estratta e
bianca, viene rimessa nell’'urna (prima di estrarre la seconda), altrimenti viene scartata.

a) Definire due variabili aleatorie X e Y corrispondenti al colore della prima e della
seconda pallina estratta, rispettivamente.

b) Calcolare la densita di probabilita, il valore atteso e la varianza di Y.
¢) Verificare se X e Y sono indipendenti.

d) Assumendo n = 10 e r = 4, calcolare la probabilita che la prima pallina estratta sia
rossa, noto che la seconda pallina estratta e rossa. Confrontare questo valore con la
probabilita (a priori) che la prima pallina estratta sia rossa, e spiegare il risultato.

Un altro esperimento consiste nell’effettuare una serie di estrazioni dall’'urna, rimettendo la
pallina estratta nell’'urna se essa e bianca, e fermandosi quando si estrae una pallina rossa.
Sia T la variabile aleatoria corrispondente alla durata dell’esperimento.

e) Qual & la densita di probabilita di T?

Esercizio 2.

Si consideri la funzione:

cx se0<z<1 =xz<y<l1

fxy(z,y) = {

0 altrimenti,
in cui c e una costante reale.
a) Determinare il valore di ¢ affinché fx v (z,y) rappresenti una densita di probabilita.
Siano X e Y due variabili aleatorie con densita di probabilita fx y(z,y).
b) Calcolare le densita di probabilita marginali fx(z) e fy(y) di X e Y.
¢) Calcolare il valore atteso mx e la varianza o% di X.
d) Calcolare il valore atteso my e la varianza o3 di Y.
e) Stabilire se X e Y sono indipendenti e/o scorrelate.
)

f

Scrivere la matrice di covarianza di X e Y.



Esercizio 3.

Si considerino tre variabili aleatorie X, X5 e X3 congiuntamente gaussiane e indipendenti,
con E[X;] =1, E[Xy] = —1, E[X3] = 2, Var(X;) = 2, Var (X3) = 3 e Var(X3) = 1. Si
considerino inoltre le variabili aleatorie Y; = X; — Xy —2e Yo = —X; + X5 +2X35+ 1.

a) Qual ¢ la densita congiunta di Y; e Y57

b) Calcolare la covarianza di Y; e Y.
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Q) Defraramo due va.
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b) Conviene calcolare subito la dexxs{(:a*cons{un ta di' Xe Y,
croe PX’Y (“')J) = P(X:»(,./ YL‘.)) Pero,SY‘ll‘ '(-:JJ <0 1.

Utilizzando |e probabilita condi zionali:

Prr(09): POK:0, Y:0)2 P(X:0)P (ool xz0) = L. 2T

Pr (04) P0X:0,Y21): P(x<0) P(¥24] Xc0) = L. 1
n

NOTA- Se la prima pallina estrstta e bianca (X=0), Viene vimessa nell'orna,

e <1umd|' alla seconda estrazione si hanno ancora n Pa”:‘ne drevl rrosge.

Prx (4,0) = P(X=4, ¥20)= P(X=1)P(Yz0] X=1)= Wr‘ :::
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NOTA - ég,_ la prima F&H.‘na esteatta e rossa <X=4), Non Viene f1messa wejl‘uma/

© “WMA’ alle seconda estrazione sihanno n-1 pelhine dicul r-1 vosse

e. nN-v branche.



A questo punto la deasy ta maromale Y o oftiene dalla densita- congiunta @
d\ X eY:

PY (O): P(Y"O): é PX,Y <'°"O> = Px,vcofo)"'Px.Y (4'0): (%-)I)Z+ .V-:: —2—:—{‘ )
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Il valore atteso dy Y e
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E[Y]=J§ J Pr(3): 0 Pe(0d+ 1 p (a)= p, (1)
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Var ()= E[Y®)-ELv]*: 22 5%p(3) - poln)=
J7o
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C> Caleoliamo awnche la Cj%s{ta‘marﬁmale d X:

Px (0)= P(X=0)=

n
Px ()= P(X=1) = L
N

NOTA- Sy 0sservi che Px (0): P (O,O)HD"I" (01) e Px OF Pxx (4’0)“0)“* (1,1).
Le v.a. Xe Y sono n‘ndnpe/\duﬁ Se esolose:

Py (4, ) Px (x) Pe (3) ¥ <701

Tuttavia:
AT L SO S A
PX,Y(O,O)‘ < N ) n A [1"\'”("-4)} Px(o) PY(O>.
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Esercizio 2. @
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Cov(X,Y)= E[X Y]~ mxmy @
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Dato che Cov(XY)#0, Xe Y non 50no nemmero scorrelste.

6) La ma éVl\oe di covavianzg Jre XeYe:

Var (X) Cov (X,Y) 4
Z 20 40
X - = /‘
Y Gov (XY) Var(Y) b }é

Ecercizio > .

Posto X= (Xq,Xa, X3> , S ha che il valore afteso dv X e

Mx = <E[X1]/ ElX2] E[X3]>= (1,-1,2) , meatre la motrice di covarimnza i X e

Var (Xx2) O o 2 00
Zx = 22 Var (Xz) o) z O 3 0
o Q \/ar(Xa) © 0 1

NoTA - glielement: fuovi dalla c!tegov\élﬁ 5000 nolli perche™ Xa,Xz e X3 somp
& dve a dve indipeadants, ¢ quindi anche scovrelate .

Posts Y= (Y1,Y2) , o hache
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a) Dato che X sowo conB\'uﬂLam».’rf Saussfaﬂe, e noto che @
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Y= AX+ b S0N0 ancova ggnS\bnTawmﬁ Savss{éme, on
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« W= A\mx-\-b: [‘3} - valore afteso di Y-
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5 .
. ZYZ /A\ Zx AT: [@ 3 J - motrice di Lvavianza d Y-

=> Y~ N (Vn‘r, ZY>;

b) La Covarianza dy Yae Ys e” COV<Y1,Y2>: -5.






