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Breve richiamo sui vettori

Un vettore in RN è una sequenza ordinata di N numeri reali. Sono di interesse
per il CRF i vettori appartenenti ad R2 e ad R3. Un vettore viene rappresentato
algebricamente come segue:

~v =

[
vx
vy

]
∈ R2 e ~v =



vx
vy
vz


 ∈ R3.

In fisica, una grandezza vettoriale è una grandezza fisica caratterizzata da un
vettore (quindi una sequenza ordinata di numeri reali), in contrapposizione ad una
grandezza scalare, che è caratterizzata solamente da un numero.

I pedici x, y e z chiariscono il perché il vettore per gli scopi fisici debba una se-
quenza ordinata: infatti, gli spazi vettoriali R2 ed R3 sono una rappresentazione
dello spazio reale in cui i fenomeni fisici esaminati si sviluppano.

Dato un vettore, è possibile definire il suo modulo (o intensità), la sua direzione
ed il suo verso. Questi tre concetti hanno delle importanti interpretazioni dal punto
di vista geometrico, legati al fatto che le grandezze vettoriali agiscono, come detto
in precedenza, nello spazio.

Un vettore nello spazio viene rappresentato come una freccia. In particolare, il
modulo si interpreta geometricamente come la lunghezza di tale freccia, ed è definito
come segue:

|~v| =





√
v2x + v2y se siamo nello spazio R2

√
v2x + v2y + v2z se siamo nello spazio R3

.

Per direzione, si intende la retta su cui giace il vettore. Spesso, la direzione viene
rappresentata per mezzo di versori, ovvero di vettori il cui modulo è pari a 1. Il
verso indica la direzione (attenzione alla nomenclatura!) verso cui punta la freccia
che rappresenta il vettore. Inoltre, la descrizione di una grandezza vettoriale può
essere completata, quando necessario, specificando il suo punto di applicazione

A valle di questo ragionamento, possiamo dire che un vettore può essere alterna-
tivamente rappresentato come segue:

~v = ±︸︷︷︸
verso

|~v|︸︷︷︸
modulo

~e︸︷︷︸
direzione

,

dove ~e è un versore (ovvero |~e| = 1) che indica la direzione del vettore, mentre il
“±” all’inizio della formula ci dice il verso del vettore.
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Dato un vettore ~v, è possibile ricavare il versore che rappresenta il la sua direzione
come segue:

~e =
~v

|~v| .

In questa maniera, possiamo scrivere ~v come segue:

~v = +|~v|~e.
Da notare che, con questa procedura, il verso di ~v rispetto alla direzione rappre-

sentata di ~e è automaticamente quello positivo. Si noti inoltre che, il vettore

~f = −~e
è a sua volta un versore. Rispetto alla direzione rappresentata da ~f , il vettore ~v

ha invece verso negativo. Infatti:

~v = +|~v|~e = −|~v|(−~e) = −|~v|~f.
La morale è che il concetto di verso è strettamente connesso al modo in cui defini-

amo la direzione.

Se ci concentriamo sullo spazio R2, esistono delle relazioni molto importanti che
legano il concetto di vettore al mondo della trigonometria. In particolare, è possibile
riscrivere un vettore ~v ∈ R2 come segue:

~v =

[
vx
vy

]
= ~v

[
cosα
sinα

]
,

dove α rappresenta l’angolo che si forma tra l’asse positivo delle ascisse ed il vettore
in senso antiorario.

Si nota immediatamente che il vettore

~e =

[
cosα
sinα

]
,

è un versore. Infatti:

|~e| =
√

cos2 α+ sin2 α = 1.

Dunque, l’angolo α determina direzione (ed implicitamente il verso) del vettore ~v.

Si osserva che, se è nota la rappresentazione algebrica del vettore (quindi sono noti
vx e vy), allora:





cosα =
vx
|~v|

sinα =
vy
|~v|

.
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Consideriamo ora due vettori ~v e ~w che condividono la stessa direzione ~e e lo stesso
verso. In altre parole, l’angolo α è uguale per entrambi. Si ha che:

{
~v = |~v|~e
~w = |~w|~e

Inoltre:





cosα =
vx
|~v|

sinα =
vy
|~v|

e





cosα =
wx

|~w|
sinα =

wy

|~w|
.

Dunque:





vx
|~v| =

wx

|~w|
vy
|~v| =

wy

|~w|
.

e quindi:

vx : wx = vy : wy = |~v| : |~w|.
In altri termini, le componenti x dei due vettori stanno in proporzione fra loro

come le loro componenti y e come i loro rispettivi moduli. Questa relazione risulta
particolarmente importante per trattare alcuni problemi geometrici in cui non è noto
l’angolo α che caratterizza direzione e verso di alcuni vettori. Questo fatto è anche
noto come terzo criterio di congruenza tra triangoli1 (in questo caso rettangoli).

1Euclide, “Gli Elementi”, 300 a.C. circa
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Nozioni di fisica utilizzate in questa lezione

� Energia cinetica
Ogni corpo in moto possiede energia cinetica. Per un generico corpo rigido di massa
M che compie un moto di traslazione/rotazione su di un piano (asse di rotazione
perpendicolare al piano), si ha che:

K =
1

2
M |~v0|2 +

1

2
IOω

2,

dove ~v0 è la velocità del centro di massa, I0 è il momento di inerzia del corpo calcolato
rispetto ad un asse parallelo a quello di rotazione e passante per il centro di massa, e
ω è la velocità angolare del corpo rispetto all’asse di rotazione.
Si noti che, se d è la distanza tra l’asse di rotazione ed il centro di massa, allora
|~v0| = |ω|d, e quindi:

K =
1

2
Md2ω2 +

1

2
IOω

2 =
1

2
(Md2 + IO)ω2 =

1

2
Iω2,

dove I = IO +Md2 è il momento di inerzia del corpo calcolato rispetto all’asse di ro-
tazione. Si ricorda che I = IO +Md2 è anche noto come Teorema di Huygens-Steiner.

� Energia potenziale gravitazionale
Poiché la forza peso è conservativa, è possibile associarvi l’energia potenziale gravi-
tazionale:

Ug = Mgh,

dove h indica la quota del centro di massa del sistema.

� Energia potenziale di una molla
Poiché la forza esercitata da una molla è conservativa, è possibile associarvi la seguente
energia potenziale:

Uk =
1

2
k(L− L0)2,

dove L è la lunghezza della molla ed L0 è l lunghezza di riposo.
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