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Modulo della forza di attrito come funzione del tempo.





t1 è l'istante nel quale la molla attaccata
al corpo assume la lunghezza di riposo.

Velocità del corpo all'istante t1. Ci serve
come condizione iniziale per calcolare la
legge oraria nella fase successiva.



E' più semplice risolvere l'equazione differenziale per
0 < t < T

3
, con T

3
 = t

3
 – t

1
, piuttosto che per 

t
1
 < t < t

3
.

La condizione iniziale che usiamo corrisponde
alla posizione ed alla velocità del corpo all'istante t
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Nota – Durante questa fase, la massima ampiezza delle oscillazioni si è ridotta. Infatti:







Sistema molla + due masse

• x1, x2: posizione delle due masse

• v1, v2: velocità delle due masse

• M1,M2: valore delle due masse

• k: costante elastica della molla

• L0: lunghezza a riposo della molla

Si assume che le due masse siano puntiformi. È conveniente introdurre anche le seguenti
grandezze:

• xC = M1x1 +M2x2
M1 +M2

: posizione del centro di massa del sistema

• xM = x2 − x1 − L0: allungamento della molla

Leggi del moto delle due masse




M1ẍ1 = −k(x1 − x2 + L0)

M2ẍ2 = −k(x2 − x1 − L0)
(1)

Notare che nella prima equazione, l’allungamento “visto” dalla prima massa è pari a quello
visto dalla seconda massa, ma cambiato di segno. Partendo dalle precedenti equazioni, possi-
amo ricavare la seconda legge di Newton per il centro di massa:

ẍC = M1ẍ1 +M2ẍ2
M1 +M2

=

= M1
M1 +M2

[
− k

M1
(x1 − x2 − L0)

]
+ M2
M1 +M2

[
− k

M2
(x2 − x1 + L0)

]
=

= M1
M1 +M2

[
− k

M1
(−xM − L0)

]
+ M2
M1 +M2

[
− k

M2
(xM + L0)

]
=

= − k

M1 +M2
(−xM − L0)− k

M1 +M2
(xM + L0) =

= − k

M1 +M2
(−xM − L0 + xM + L0) = 0.
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Per quanto riguarda l’allungamento della molla, si ha che:

ẍM = ẍ2 − ẍ1 − L̈0 =
= ẍ2 − ẍ1 =

= − k

M2
(x2 − x1 − L0) + k

M1
(x1 − x2 + L0) =

= − k

M2
xM + k

M1
(−xM ) =

= −
(
k

M1
+ k

M2

)
xM =

= −k
(
M1 +M2
M1M2

)
xM =

= −k
µ
xM ,

dove è stata introdotta la massa ridotta

µ = M1M2
M1 +M2

.

Il nuovo set di equazioni differenziali che dobbiamo risolvere è:




ẍC = 0

ẍM = −k
µ
xM

, (2)

che è decisamente più semplice del sistema di partenza (1).

Condizioni iniziali

L’insieme delle condizioni iniziali disponibili è:

x1(0), x2(0), v1(0), v2(0).

Per risolvere il sistema di equazioni differenziali (2), bisogna trasformare queste condizioni
iniziali. In particolare dobbiamo trovare posizione e velocità iniziale del centro di massa e
dell’allungamanento della molla. In particolare si ha che:





xC(0) = M1x1(0) +M2x2(0)
M1 +M2

vC(0) = M1v1(0) +M2v2(0)
M1 +M2

xM (0) = x2(0)− x1(0)− L0

vM (0) = v2(0)− v1(0)

(3)

Leggi orarie per il centro di massa e per l’allungamento della
molla

Le equazioni differenziali (2) ci dicono che:
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• il centro di massa si muove di moto rettilineo uniforme;

• l’allungamento della molla è soggetto ad un moto armonico di pulsazione ω =
√
k

µ
.

Pertanto, le soluzioni delle equazioni differenziali (2) insieme alle condizioni iniziali (3)
sono immediate:





xC(t) = xC(0) + vC(0)t

xM (t) = xM (0) cos(ωt) + vM (0)
ω

sin(ωt)
. (4)

Dalla precedente, possiamo ricavare anche le velocità:



vC(t) = vC(0)

vM (t) = −ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt)
. (5)

Leggi orarie delle due masse

Come ricaviamo a questo punto le leggi orarie delle due masse di partenza? Inizialmente
abbiamo scritto xC ed xM in funzione di x1 ed x2. Stavolta, ricaviamo x1 ed x2 in funzione
di xC ed xM !!!




xC = M1x1 +M2x2

M1 +M2
xM = x2 − x1 − L0

⇒




xC = M1x1 +M2x2

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒



xC = M1(x2 − xM − L0) +M2x2

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒




xC = x2 − (xM + L0) M1

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒




x2 = xC + (xM + L0) M1

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒





x2 = xC + xM
M1

M1 +M2
+ L0

M1
M1 +M2

x1 = xC − xM
M2

M1 +M2
− L0

M2
M1 +M2

⇒





x2 = xC + xM
µ

M2
+ L0

µ

M2
x1 = xC − xM

µ

M1
− L0

µ

M1

.

(6)
Unendo i risultati (6) con le leggi orarie (4), otteniamo che:





x1(t) = xC(0) + vC(0)t− µ

M1

(
xM (0) cos(ωt) + vM (0)

ω
sin(ωt)

)
− L0

µ

M1

x2(t) = xC(0) + vC(0)t+ µ

M2

(
xM (0) cos(ωt) + vM (0)

ω
sin(ωt)

)
+ L0

µ

M2

, (7)

mentre le velocità sono:




v1(t) = vC(0)− µ

M1
(−ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt))

v2(t) = vC(0) + µ

M2
(−ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt))

. (8)
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