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Dopo l'urto...

Diagramma delle forze sui due corpi

Seconda legge di Newton per i due corpi:

Soluzioni (leggi orarie):











Nota: h non è la lunghezza di riposo della molla. La lunghezza di riposo della 
molla, in accordo con il testo, è nulla.
Invece, h è l'allungamento iniziale della molla nella configurazione iniziale
del sistema. Ergo, nel disegno del compito, la molla è già estesa di una
lunghezza pari ad h.



Configurazione del sistema con angolo θ diverso da 0:

B: punto in cui la sbarretta è legata alla molla
C: centro di massa della sbarretta 

AB: allungamento della molla





La configurazione iniziale θ=0 è stabile se
l'allungamento iniziale della molla h è superiore
ad una certa quantità.

Se togliamo la molla e aggiungiamo una massa nel punto B, allora il centro di massa
cambia di posizione (da C diventa C').

Il centro di massa è
sceso lungo 

l'asse y.









Urto tra A e B







Allungamento della molla nel tempo (legge oraria)

In t2 si ha la massima 
compressione. Lo stesso
succede dopo un periodo 
all'istante t3.

Da notare che la massima
compressione avviene
dopo un quarto di periodo.

Sequenza degli istanti in cui la molla raggiunge la massima compressione:

Osservazione: la legge oraria dell'allungamento della molla è
pari a [-(costante positiva)sin(wt)]. Vedi slide successive. 



Sistema molla + due masse

• x1, x2: posizione delle due masse

• v1, v2: velocità delle due masse

• M1,M2: valore delle due masse

• k: costante elastica della molla

• L0: lunghezza a riposo della molla

Si assume che le due masse siano puntiformi. È conveniente introdurre anche le seguenti
grandezze:

• xC = M1x1 +M2x2
M1 +M2

: posizione del centro di massa del sistema

• xM = x2 − x1 − L0: allungamento della molla

Seconda legge di Newton per le due masse




M1ẍ1 = −k(x1 − x2 + L0)

M2ẍ2 = −k(x2 − x1 − L0)
(1)

Notare che nella prima equazione, l’allungamento “visto” dalla prima massa è pari a quello
visto dalla seconda massa, ma cambiato di segno. Partendo dalle precedenti equazioni, possi-
amo ricavare la seconda legge di Newton per il centro di massa:

ẍC = M1ẍ1 +M2ẍ2
M1 +M2

=

= M1
M1 +M2

[
− k

M1
(x1 − x2 − L0)

]
+ M2
M1 +M2

[
− k

M2
(x2 − x1 + L0)

]
=

= M1
M1 +M2

[
− k

M1
(−xM − L0)

]
+ M2
M1 +M2

[
− k

M2
(xM + L0)

]
=

= − k

M1 +M2
(−xM − L0)− k

M1 +M2
(xM + L0) =

= − k

M1 +M2
(−xM − L0 + xM + L0) = 0.
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Per quanto riguarda l’allungamento della molla, si ha che:

ẍM = ẍ2 − ẍ1 − L̈0 =
= ẍ2 − ẍ1 =

= − k

M2
(x2 − x1 − L0) + k

M1
(x1 − x2 + L0) =

= − k

M2
xM + k

M1
(−xM ) =

= −
(
k

M1
+ k

M2

)
xM =

= −k
(
M1 +M2
M1M2

)
xM =

= −k
µ
xM ,

dove è stata introdotta la massa ridotta

µ = M1M2
M1 +M2

.

Il nuovo set di equazioni differenziali che dobbiamo risolvere è:




ẍC = 0

ẍM = −k
µ
xM

, (2)

che è decisamente più semplice del sistema di partenza (1).

Condizioni iniziali

L’insieme delle condizioni iniziali disponibili è:

x1(0), x2(0), v1(0), v2(0).

Per risolvere il sistema di equazioni differenziali (2), bisogna trasformare queste condizioni
iniziali. In particolare dobbiamo trovare posizione e velocità iniziale del centro di massa e
dell’allungamanento della molla. In particolare si ha che:





xC(0) = M1x1(0) +M2x2(0)
M1 +M2

vC(0) = M1v1(0) +M2v2(0)
M1 +M2

xM (0) = x2(0)− x1(0)− L0

vM (0) = v2(0)− v1(0)

(3)

Leggi orarie per il centro di massa e per l’allungamento della
molla

Le equazioni differenziali (2) ci dicono che:
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• il centro di massa si muove di moto rettilineo uniforme;

• l’allungamento della molla è soggetto ad un moto armonico di pulsazione ω =
√
k

µ
.

Pertanto, le soluzioni delle equazioni differenziali (2) insieme alle condizioni iniziali (3)
sono immediate:





xC(t) = xC(0) + vC(0)t

xM (t) = xM (0) cos(ωt) + vM (0)
ω

sin(ωt)
. (4)

Dalla precedente, possiamo ricavare anche le velocità:



vC(t) = vC(0)

vM (t) = −ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt)
. (5)

Leggi orarie delle due masse

Come ricaviamo a questo punto le leggi orarie delle due masse di partenza? Inizialmente
abbiamo scritto xC ed xM in funzione di x1 ed x2. Stavolta, ricaviamo x1 ed x2 in funzione
di xC ed xM !!!




xC = M1x1 +M2x2

M1 +M2
xM = x2 − x1 − L0

⇒




xC = M1x1 +M2x2

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒



xC = M1(x2 − xM − L0) +M2x2

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒




xC = x2 − (xM + L0) M1

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒




x2 = xC + (xM + L0) M1

M1 +M2
x1 = x2 − xM − L0

⇒





x2 = xC + xM
M1

M1 +M2
+ L0

M1
M1 +M2

x1 = xC − xM
M2

M1 +M2
− L0

M2
M1 +M2

⇒





x2 = xC + xM
µ

M2
+ L0

µ

M2
x1 = xC − xM

µ

M1
− L0

µ

M1

.

(6)
Unendo i risultati appena ottenuti in (6) con le leggi orarie (4), otteniamo che:





x1(t) = xC(0) + vC(0)t− µ

M1

(
xM (0) cos(ωt) + vM (0)

ω
sin(ωt)

)
− L0

µ

M1

x2(t) = xC(0) + vC(0)t+ µ

M2

(
xM (0) cos(ωt) + vM (0)

ω
sin(ωt)

)
+ L0

µ

M2

, (7)

mentre le velocità sono:




v1(t) = vC(0)− µ

M1
(−ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt))

v2(t) = vC(0) + µ

M2
(−ωxM (0) sin(ωt) + vM (0) cos(ωt))

. (8)
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Esempio: esame di Fisica 1 del 19 Settembre 2014

Dopo il primo urto, abbiamo che:





M1 = 2M

M2 = M

x1(0) = 0

x2(0) = 0

v1(0) = v0
2

v2(0) = 0

L0 = 0

⇒





µ = 2M
3

xC(0) = 2M · 0 +M · 0
2M +M

= 0

vC(0) =
2M · v0

2 +M · 0
2M +M

= v0
3

xM (0) = 0− 0− 0 = 0

vM (0) = 0− v0
2 = −v0

2

.

Da cui:




x1(t) = v0
3 t−

1
3

(
− v0

2ω sin(ωt)
)

x2(t) = v0
3 t+ 2

3

(
− v0

2ω sin(ωt)
) ⇒





x1(t) = v0
3 t+ v0

6ω sin(ωt)

x2(t) = v0
3 t−

v0
3ω sin(ωt)

.

Invece, le velocità sono le seguenti:




v1(t) = v0
3 + v0

6 cos(ωt)

v2(t) = v0
3 −

v0
3 cos(ωt)

.

Per completezza, riportiamo anche le leggi orarie del centro di massa e dell’allungamento
della molla:





xC(t) = v0
3 t

xM (t) = − v0
2ω sin(ωt)

,

e




vC(t) = v0
3

vM (t) = −v0
2 cos(ωt)

.
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Secondo urto

Impulso fornito dall'urto

La massa C torna indietro
con la stessa velocità che
aveva prima del secondo
urto, ma cambiata di segno!
La massa AB non cambia
velocità subito dopo l'urto.

Dalla slide 23, si vede che la velocità del secondo corpo è:

Ne consegue che la velocità massima del secondo corpo è:

L'impulso massimo quindi è:


