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INTRODUZIONE

e Sistemi spazialmente distribuiti

— Strutture flessibili

— Problemi di fluidodinamica,
— Processi chimici

— Propagazione

— Linee di produzione

— Code di autoveicoli
e Controllo

— Approssimazioni finito-dimensionali (ingressi/uscite molto ampi)

— Sensori/attuatori localizzati e in numero non elevato (limitazioni

tecnologiche)
e MEMS

— Dispositivi microscopici con funzionalita integrate:
sensore/attuatore/comunicazione

= Possibilita di controllo totalmente distribuito
e Problemi

— Algoritmi di controllo con obiettivi globali

— Realizzabilita mediante strutture distribuite e con ragionevole

onere computazionale




SISTEMI LINEARI DISTRIBUITI

e Struttura del sistema

9
o 0 t) = [Ay](, ) + [Bul(z,1)

y(z,t) = [CY)(z,t) + [Dul(z, 1)
(z,t) € G xR™
dove

G=G; x...xGy

e A, B,C, D operatori tempo-invarianti tra spazi di funzioni definite

su G di dimensioni appropriate

e G, dipendono anche dalle condizioni al contorno

dominio continuo infinito)

G, =R

= (
; = 0D (dominio continuo, c.c. periodiche)
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dominio discreto infinito)
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Z.,, (dominio discreto c.c. periodiche)
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e Fis.
G=0DxR = cilindro

e Eventualmente ¢ discreto




INVARIANZA SPAZIALE

e Spazio delle funzioni complesse Lo-integrabili su Gr (con opportuna

misura)

L3G)={f:G—=C : |fl=Jg|f (=) dx < oo}

e Operatore traslazione per funzioni in Lo(G)

[Toof] = f 2 — o)

e Operatore invariante per traslazione
T.A= AT, VT,

— Derivata rispetto allo spazio

of

A: f(z) — e

— Convoluzione spaziale

H : f — /G} H:r—ﬁf(g)dg




INVARIANZA SPAZIALE

e Trasformata generalizzata di Fourier

FfO) =F{f(z)}
z€G ; NeG ; f(z) € La(G) ; F(N) € Ly(G)

G| G

R | R | Trasf. di F.
oD | Z | Serie di F.
Z (0D | Trasf. Z
4, | Zy, D.F.T.

A

— Isometria Lo(G) = Lo(G)

4

A:Ly(G) = Lo(G) & A=TFAF ' Ly(G) = L5(G)

Teorema. Se A & un operatore invariante per traslazione, il corrispondente

Adun operatore moltiplicativo

[Af)] = AN




MODELLI DI STATO
SPAZIO INVARIANTI

Ot (l‘,t) - [Azp](x,t)—F[Bu](x,t)
y(z,t) = [CY](z,t) + [Dul(z, 1)

e A, B,C, D matrici di operatori invarianti per traslazione tra

spazi Lo(G), tempo invarianti a coefficienti costanti

— Derivata spaziale
— Convoluzione
— Traslazione spaziale

— Combinazioni lineari

e Sensori ed attuatori completamente distribuiti sulla struttura

(full actuation)

e Dinamica spazio invariante per traslazione lungo x




MODELLI DI STATO
SPAZIO INVARIANTI

e Conduzione del calore in un mezzo 1-D omogeneo infinito con

controllo completamente distribuito

oz, t 0%(z,
7¢gz ):cig:(; )+u(3;,t) - G=R

e Code di autoveicoli (linearizzato)

Wi-1 Wi _
L L L
T &
d ' 01 ~ 0 0
d|pi|_ pi . ez
dt | v, 00| v U — Ui Wi — Wi—q
Di = Z; Ti—1 — L Uy =Xy Ti—1
B=[0 I-T.]

— Possibile obiettivo: muin J

J = % 7 (oppl (1) + ol (1) + oyul (1)) dt
1€




DIAGONALIZZAZIONE

e Modello spazio invariante

[Af(@)] =7 AN

e Famiglia di sistemi L'TT finito dimensionali parametrizzata dalla

frequenza spaziale A € G




DIAGONALIZZAZIONE

e Fisempio: propagazione di onde in array di di mezzi 1-D con

accoppilamento
)
&o ap
BNt
k-1 k 3
82 2
8—_;2)&(57 k; t) = %(ga k: t) + 04010(5 - 507 k; t) + a—w(ga k — ]-7 t) + u(£7 k; t)
owekol_ O N IR T R P
Ot | (€, k, t) ge T aolgo+aTon 0| ¥a(6 k) 1
r=(EkERXZ=G
U F
4060 | ’ IR F R PR
dt | ahy(w, 6, 1) —w? + age ™Y L a_e T 0| | Po(w,B,t) 1

A=(w,0)ecRxoD=@G




STABILITA

e Sistema autonomo

0
Srvl@ ) = (4,

e Stabilita esponenziale

||etA|| < Me—at etA c CO

Teorema. Il sistema e esponenzialmente stabile se e solo se per
ogni A € G, la matrice fl()\) ¢ stabile e la soluzione dell’equazione
di Lyapunov

A NP\ + P(NAN) = —1

e limitata, i.e., sup ||[P(N)|| < oo
AeG

e [’analisi di stabilita puo essere condotta con tecniche finito-

dimensionali (sweep su A)

e Condizione di limitatezza verificata per sistemi fisici (dissipativita

per alte frequenze spaziali)




STABILIZZABILITA

e Sistema con ingressi

0
~(e,t) = [AY](, 1) + [Bul(z, )

e Stabilizzabilita di (A, B): esiste un operatore F' con opportuno

dominio tale che

0
o V(@ 1) = [(A+ BF)y](x,1)

e esponenzialmente stabile

Teorema. Il sistema e stabilizzabile se e solo se per ogni A € @, la

coppia (A(X), B(\)) & stabilizzabile e la soluzione dell’equazione di

Riccati
A N PN) + P(NAN) — PONB* (A BAPN) +1=0

¢ limitata, i.e., sup |P(N\)|| < oo
AeG




CONTROLLO OTTIMO QUADRATICO

e Soluzione di equazioni di Riccati agli operatori [Curtain, Pritchard,

1978]

— Soluzione complicata

— Solo per esempi specifici

Fatto 1. La trasformata di Fourier preserva la norma Lo

= Un problema di controllo ottimo con obiettivo quadratico (LQ,Ha2, Heo)
nel dominio spaziale si trasforma in un problema analogo nel dominio

di Fourier

Fatto 2. La proprieta di diagonalizzazione permette di risolvere il

problema come una famiglia parametrica di problemi finito dimensionali

[Bamieh, Paganini, Dahleh, 2001]




LQR DISTRIBUITO

0
alﬁ(:v,t) = [AY](z,t) + [Bu](z, )
e Problema standard: m&n J

J = ["{(Qu,¥) + (Ru, u) dt

con

<1, by >= /G Vi (@) e(z)de

— A, B, @), R invarianti per traslazione
— @, R definiti positivi
— (A, B) stabilizzabile

e Problema equivalente

T= [ |7 ("N )QMN)(A 1) + (A, ) R(A)i(A, 1)) di] dA

— Disaccoppiato rispetto a A

— Per ogni A fissato, € un problema L@ R finito dimensionale




LQR DISTRIBUITO

e Soluzione: operatore retroazione ottima dallo stato (totalmente
distribuita)
F=—-R'BP

dove l'operatore P ¢ tale che il suo trasformato P(X) € per ogni

A la soluzione della ARE parametrica

A A A A A A

AN PN)+PNAN—PA)BNRA)B*(A)PA+Q(N\) =0

e P ¢ invariante per traslazione

e Condizioni affinché P sia stabilizzante analoghe al caso finito

dimensionale

e Prestazioni garantite globalmente

e Calcolo mediante famiglia di problemi di bassa dimensione

e Realizzazione della legge di controllo

— Attuatori e sensori completamente distribuiti (OK in molti

contesti, MEMS)
— Si presta ad un’architettura distribuita?

— Quanto é complessa? (Necessita di informazione da locazioni

lontane e requisiti di comunicazione)




STRUTTURA CONTROLLORI OTTIMI

e Legge di controllo

aat N(x,t) = Azﬁ(:c,t) + Bu(z,t) + L* (Cy(z,t) — C&(xat))

u(z,t) = Fxi(z,t)

e Stimatore distribuito: convoluzione errori di predizione in un

intorno di « con il kernel di L
e Ingresso ottimo: convoluzione delle stime adiacenti con il kernel
di F

— Estensione degli intorni < estensione dei kernel di L e F

4

Architettura distribuita

e Grado di localizzazione e complessita della struttura di comunicazione

dipendente dall’estensione di L e F

e Desiderata: alto grado di decentralizzazione

K




DECENTRALIZZAZIONE

e Conduzione del calore 1-D

oY(x,t) 0% (x,t)

5 c 92 + u(z, t)
e Trasformata di Fourier
di(jw, )
VU _ (o, 1) + i 1

¢ LQR (Q = ¢I, R=1)
ARE(w):  — 200%p(jw) — $(jo) + g = 0
J
Pjw) = —cw? + /2wt + ¢

e p(jw) irrazionale in w = controllo ottimo non realizzabile

come PDE (localizzata)
e Soluzione: convoluzione spaziale
u(z,t) = f k(z = O (€)d¢
dove
k(z) = —p(z) 5 plz)=F {p(jw)}

e Grado di decentralizzazione < decadimento di p(x)




DECENTRALIZZAZIONE

e Listensione analitica

p(0) = co® 4 /2ot + ¢

1/4
lim |p(z)]e? =0 Va < X2 (2)

T—0Q

e k(x) decade esponenzialmente con |z|

U

Possibile “troncamento spaziale” (controllo decentralizzato)

con prestazioni pressoché ottimali

e Generalizzazione: estensione analitica della soluzione di ARE

e Troncamento spaziale vs. troncamento modale




ATTUAZIONE PARZIALE

e Sensori/attuatori non completamente distribuiti

= No spazio invarianza lungo alcune direzioni
1 Y  Uo uoowm Y2 o U

RN
]

1
SR

e Suddivisione in celle elementari >;

— Influenza di y; e u; sullo stato ¢; di 3; (infinito dimensionale)

— Condizioni al contorno

e Modello approssimato di %J;

4

Modello globale spazio invariante (dominio discreto lungo la

direzione di attuazione parziale)

e Nessuna approssimazione lungo le direzioni rispetto a cui il sistema,

e spazio invariante




PRESTAZIONI VS. COMPLESSITA

e Troncamento spaziale

= Trade-off prestazioni/grado di decentralizzazione

e Lisempio
. V2 q\1/4
Jim, [k(@)]e =0 va < X2 ()
— “Cheap control” (¢ — 00) = controllore ottimo totalmente

decentralizzato

— Minore “autorita” dell’attuatore, maggiore necessita di feedback

da locazioni lontane (struttura di comunicazione complessa)

e Chiarire la relazione tra complessita del sistema e prestazioni

ottenibili

e Ottimizzazione vincolata (grado di decentralizzazione/requisiti

di comunicazione fissati a priori)

— Caso di modelli spazio invarianti spazio- e tempo- discreti




SET-UP

Yl t+1) = [AY](i,t) + [Bul(i, )
y(i,t) = [OY](i,) + [Du(i, 1)

e Funzione di trasferimento (F — Z)

G(z,2) = CR)ANT=AR) " BE)+DE) = S 3 Gi(t)AZ

1=—o00 t=0

e Risposta all'ingresso u;(t) {u;(t) : —oo <i<+o0, 0<t<
+o00}
too  k
yit) = X X gi-j(t — T)uy(r)

j=—0017=0

e (G(z, \) stabile se e solo se

+too +oo
IGlh= 5 ¥ |au(t)] < o0

1=—00 t=




SET-UP

e Norma 2
|'+oo +oo 2'|1/2
I6l=] £ Sla0F

1=—00 t=

e Norma Hs

1 2r 2w 1/2

||G||H2:[m/0 Jo |G (e, ) |*dwdf

1Gll2 = |Gl

e (G(z, \) stabile = mappa limitata tra funzioni Lo

e [attorizzazione inner-outer
G(z, \) stabile
J
G(z,\) = Gin(2, A)Gout(2, A)

— Gin(2z, A) isometria su Loy
Gikn(ejev A)Gin(ej())? )‘) =1 : G;kn(ZJ )‘) - Gin(z_la >‘_1)

— Gout(2,A) causalmente (in senso temporale) invertibile su

L.

Fatto. G(z, ) = Gin(2, A)Gout(2, A) si ottiene mediante fattorizzazione

inner-outer del sistema “temporale” G(z, A) per z fissato.




CONTROLLO OTTIMO

e Problema standard

w z
—_—1 ——
G(z, A)

u )

K(z,A) =

e Insieme controllori stabilizzanti (G stabile)

K(Q)=—-Q — GzzQ)_l - () stabile

generalizza il caso finito dimensionale

e Problema di ottimo
f |- UQ| 5 K=K

— Non chiara la relazione tra grado di decentralizzazione e

prestazioni

e Imporre a priori una struttura per K
Kek

— Generalizzazione di tecniche finito-dimensionali (LMI) [D’Andrea,

Dullerud, 1998-2000]. Conservativo!




VINCOLI SULLA STRUTTURA

e Problema vincolato
ingH—UQIl , K=K(@Q)ek

e In generale, vincoli strutturali su K generano vincoli non convessi

su @ :(

Obiettivo. Determinare condizioni sotto le quali il problema vincolato

ammette una parametrizzazione convessa

e Struttura di K
e Strutture di GG

e Scelta fattorizzazione coprima,

Fatto. Caso finito-dimensionale: alcune strutture di K (sistemi
interconnessi) generano una parametrizzazione convessa quando G

(G22) ha la stessa struttura [Voulgaris, 2000].

e Listensione ail sistemi infinito-dimensionali




STRUTTURE DECENTRALIZZATE

e Ogni stadio del controllore comunica solo con i primi vicini

L’informazione relativa alla stazione j e resa disponibile alla

stazione ¢ dopo |i — j| passi

e “Cono-causalita” (spazio+tempo!)

cc = {K(z,A):f A|i|l::,~()\)zi}

oo " m .
m=0 =—m
t
20000000000
2900000000
\o\o X X o/o’
eoooo0
00

Y




STRUTTURE DECENTRALIZZATE

Teorema. Sia G9y € CC stabile. Allora tuttii K € CC stabilizzanti

sono dati da
K =—-Q( — GpQ)™!
con () € CC stabile.

e Se Gy € CC
vl 38 gi Gy ZE(B
=l ~ y(2) - G2 G1 Go u(2)
i o
Go = | ... 0 g(0) 0 ... [diagonale]

Gi = | ... 0 g-1(0) 9o(1) 9:(0) 0 ... [3 — diagonale]




STRUTTURE DECENTRALIZZATE

e Parametrizzazione controllori stabilizzanti
K=-Q - GQQQ)_I

4

K() QO
K=| K, Ky & Q= Q1 Q

con K;,Q; operatori (2 + 1)—diagonali

e ]| vincolo di cono-causalita su K genera un vincolo convesso sul

parametro di Youla () ammesso che G99 sia stabile e cono-causale

a sua volta [Voulgaris, Bianchini, Bamieh, 2000]

e Molte strutture d’interesse posseggono la proprieta di cono-causalita

(scarsa interazione con locazioni “lontane”, e.g., discretizzazione

di PDE, operatori locali) :)

e Discretizzazione spaziale e temporale (approssimazione alle differenze

finite)




PROBLEMA H,

e Problema standard
= ok I1H = UQlx = jaf, V3 — Ul
= ]ggzll Ut — Rl
R={R=Uu@ ; Q€CC}

convesso infinito-dimensionale

e Rilassamento all’ordine NV, i.e., ritardo di propagazione = N

passi quando |i — j| > N

py = inf | H-UQll: = ,inf [[UsH — UouQll>

= Rgg 1UnH — R

CCn ={Q(z,)) = Qn(z,\) + AVQ(z,)) ; Qn € CC}
Ry ={R=Uu®@ ; Q€CCn}

e Soluzione:

RO = My [V H

Problema. Caratterizzare il vincolo di decentralizzazione in termini

di R, i.e., trovare una base di Ry




PROBLEMA H,

Usut(2,A) = Up(2) + Ui(2)A + ...+ U AV 4L

UrH(z, ) = ...+ X ()N + Xo(2) + X1()A + . 4+ Xy ()N 14

Teorema. R € Ry ha la forma
R(Z, )\) = Ro(Z) + Rl(z)/\ +...+ RN_l(Z)/\N_l + ...

dove

(Ry Ri ... Ry_1)' = > i.;Vii(2)
i=O0N—T; j=—il

con

e ¢, ; definiscono Q(z, \) € CCy;, i.e.,
Q(z,\) = Qo(2) + Qi(2)A+ ...+ Qn (DA .

Q’L(Z) = EZ: ,qZ',ij

j=—i




PROBLEMA H,

e Ottimo: sistema lineare di ordine N2
A{g%'}=p

A={<V,;,Vax >} ; p= {< (Xo X1 ... Xy Vi >}

Proprieta.

e L'ottimo u, del problema rilassato ¢ una limitazione inferiore

convergente per I'ottimo originale

py <p o5 lm opy=p

N—oo

e Soluzione troncata
Opt(z )\) Opt( )_+_Qopt( ) Qopt ( ))\N—l

limitazione superiore convergente (Q%'(z, \) € CC!)
— opt : : —
vy =H-UQWlo>p ; lim vy=p

[Voulgaris, Bianchini, Bamieh, 2002]




ESEMPIO

Conduzione del calore in una barra infinita (con piccole perdite)
Oy(z,t)  Py(x,t)
ot Ox?

—ey(z,t) + u(z,t)

e Approssimazione alle differenze finite

T L2
—ey(i, k) + u(i, k)

o F.d.T.
N TA
Cu(z,N) 12z 420+ 2)
1

y=2T/L? ; a=L?/(2T)—cl?*/2 -1

e G(z,\) € CC e stabile per

v <1/(1+ )
a>1—1/y




ESEMPIO

Problema. Attenuazione ottima Hs di un disturbo additivo sull’uscita

con funzione di peso
A
1—5(z7! +2a+ 2)

Wiz, A) =

J
sin, (1 = GQIWIl> = g, 17 ~ UQ|
con
A T)\?
HzAN=—— : Ulz,\) =
EN=T50n YN S e a =y
dove
p(z):%(z_1+2a+z> ; r(z):g(z_1+2a+z).

e Inner-outer

Uf(z, VH(z,\) = X+ r(2) +r ()X + 2 ()N + . ..




ESEMPIO

e Problema rilassato N = 2

opt

q0,0 ac
opt qip_tl _ e ac?/2 — acy/2
q o opt - 2
a1 c*/2 — ayac — ac
q‘f}’f ac?/2 — acy/2

e Soluzione troncata

5P (2,2) = gl + (a2 + gl g

N.B. UyeCC = R=U)Q€cCC
= I'ottimo su CC e calcolabile esplicitamente prendendo
come R°P' i soli termini causali dello sviluppo di U H aventi

la struttura e ricavando poi Q°P*

— Caso non generico

e Soluzione ottima (senza vincoli)

out

=Tz +2a+2) =Tz +2a+ 2) (271 + 2a + 2) A

QP = Ugl(rawy) [H Uy




ESEMPIO

Costo ottimo (e =1, v=1/3, a=1, c=1/4)

e N =2 troncata (€ CC)

vy = ||H — UQS"|| = 1.0659

e Ottima (€ CC)

p=|H —UQ",=1.0157

e Ottima Hg (¢ CC)

p=H-UQ™2=1




CONCLUSIONE

e Spazio invarianza = possibilita di trattare sistemi distribuiti in

modo globale ed esatto con tecniche finito-dimensionali
— Analisi di stabilita e proprieta strutturali
— Progetto di controllori ottimi per obiettivi globali

* Realizzabilita con strutture totalmente distribuite

* Decentralizzazione intrinseca (onere computazionale e

requisiti di comunicazione modesti)

e Framework generale anche per strutture “macroscopiche” e problemi

con attuazione parziale
e Compromesso prestazioni-complessita
e Controllo ottimo con struttura fissata

e Da fare...

— Eistensione ad altri problemi di ottimo
— Parametrizzazione controllori stabilizzanti
— Analisi di altre strutture

— Problemi di identificazione
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